Capitolo 1. Sforzi

1.1. Sforzo. Sia data una superficie dS —
orientata dal versore normale 7n e centrata nel
punto P. Definisco sforzo agente in P secondo il
versore 7, il limite

Tl

t(P, nj = lim i
ds—0 (S

dove F & la forza globalmente agente sulla

superficie dS dalla parte di spazio verso cui punta il versore

n. La condizione di annullamento della risultante della
sollecitazione agente su una superficie elementare,
all’equilibrio, porge j:’[P, )

1.1) ?(P, Z] + 7(}),— Zj -0 7(P, Zj = —7(P,— Zj . AFR)

™

il che rappresenta la proprieta fondamentale degli sforzi.

1.2. Relazioni di Cauchy. Consideriamo una porzione tetraedrica di un corpo solido.
Questo tetraedro sia intorno al punto P . Il tetraedro abbia anche gli spigoli orientati parallelamente

1(P,n)

1(P~1i)

t(P=j)

1(P—k)

X

agli assi del sistema di riferimento. In caso di quiete la risultante delle forze agenti su questa
porzione di corpo deve essere nulla, cio¢ deve aversi

—

t(P,— ?jASX + ?(P,— jjASy + t(P,—ijSZ 1 (P, ;]AS +FAV =0

5
Avendo indicato F(P) la risultante delle forze di volume agenti sul tetraedro. Dividendo per AS e
osservando, con veloci valutazioni geometriche, che



AS-n,=AS =n, =AS /AS
AS-n, =AS, =n, =AS, /AS
AS-n =AS.=n, =AS./AS

si ottiene
- - - - - - - - - A -
t(P,— ijn)C + t(P,—jjny + t(P,—kjnZ + t(P,nj+ FA_‘;: 0

Effettuando il limite per AS — 0 si annulla I'ultimo addendo a primo membro. Ricordando poi la
1.1 otteniamo

1.2) t(P,nj = t(P, ijn)C + t(P, jjny + t(P,kjnZ

Definendo poi le componenti dei vettori t(P, j j, t(P, i ], t(P, k] con la simbologia seguente1

7(P,7 =0, (P)i+1,(P)j+7.(P)k

ki

13) ?(p,} —c (P)i+o,(P)jir,(P)

- -

?(P,Z =7, (P)i+7,(P)j+0.(P)k

la 1.2 si puo riscrivere

zx(P, ?j=ax(P>nx(P>+ay(P>ny (P)+ 7. (Pn.(P)

1.4) ;‘(p, 7) — 2 (P, (P)+ o (P, (P)+7.(Pn.(P)

tz(p, Ej — o (P (P)+ 2 (PIn.(P)+ o (PIn.(P)

che sono appunto le relazioni di Cauchy.

1.3. Tensore degli sforzi. Si dice tensore degli sforzi la matrice” del terzo ordine

1 . N L. . . .
Nei testi & possibile anche trovare 7, al postodi 0, 7, alpostodi O, e 7, alpostodi O, .

XX

2 Questa matrice & funzione di punto, essendolo i suoi elementi.



Con questa simbologia le relazioni di Cauchy 1.4 si possono scrivere
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Gli elementi del tensore degli sforzi sono detti componenti speciali di tensione. Conoscere il
valore del tensore degli sforzi in un dato punto, vuol dire, come si vede, poter conoscere, per quel
punto, la tensione relativa a qualsivoglia giacitura (cio¢ a qualsivoglia valore del versore normale).

1.4. Simmetria del tensore degli sforzi e operatore simmetrico. Vogliamo
dimostrare qui che il tensore degli sforzi ¢ una matrice simmetrica, ovvero che
T,=7,,T.=7,,7T, =7 . Per far cid consideriamo una porzione Q di un generico corpo in stato

) xy? 7 xz X

di quiete. Lo stato di quiete si realizza se e solo se si verificano contemporaneamente le due
condizioni

¢ larisultante della sollecitazione agente su € deve essere nulla;
¢ il momento totale (rispetto a un punto comunque scelto) della sollecitazione agente su € sia

nullo.

. .. 3
La prima condizione porge

j(O'xnx +T,n, +7T,.n, )dS +IdeV =0
Q

Q
| 7(10, ;de +[F(PUV =0 [(e,n, + o, +7,0 S + [ Fdv =0
0Q Q 0Q Q

j(runx +7,n,+0.n, )dS +IdeV =0
Q

oQ

Applicando il teorema della divergenza si hanno allora le tre condizioni

do, J7, 0T
£ 4+ +—%+F |dV =0
2 gJ; ox dy Oz X]
ot do, 07
b = - 4+ F |dV =0
) ;[ ox " dy i 0z ’ yj
Jdr, 97, do
2y 2 TP gV =0
© g[ax+8y+8z+z]

Ora consideriamo la seconda condizione. Calcolando il momento totale rispetto all’origine O del
sistema di riferimento, abbiamo

N
? Si & introdotta la forza di volume F (P ) che rappresenta forze gravitazionali o elettromagnetiche o centrifughe...,
cioe forze non di contatto agenti a distanza sulla massa del corpo.



J-(ytnz - Ztny )dS _.[(ZFy — sz )dV =0

0Q by
f(z(P,njxpode + I(F(P)x PO]dV =0 { [ (at, —xt,)dS - [ (xF. - 2F,)av =0
0Q ° 3 |

[ Gty = y1, Jas = [ (vF, = xF, Jav =0

oQ o

Considerando solo la prima relazione e sviluppando abbiamo

j((yfunx +yr n,+yo.n, )—(zTyan +zon, +2z7.n, ))dS —j(sz —VF, )dV =0

oQ Q

Applicando il teorema della divergenza al primo integrale abbiamo

) 0 d d
I((aﬂu . VT, +8§)0Z +sz]_( 2T, N Z20, N Zafyz +ZFyndV:o@

2L ox dy Z ox dy Z
ot Jdt, 9o Jr,,  do, J7,
24T +y—+ L+ yF. |- S b —+T, +z—+7F, [|dV=0&
gj;[(y o T,tYy dy y 3z y z] (z o Z PR T,+z o Z }D

or aTy o0 0T, 00, or
—Z 47 + 24 L4+ yF |dV = 24 y+T,+ =4 F |dV
I(y LY Yot j ﬂz L R

Se adesso sostituisco in questa equazione le relazioni b e ¢, ricavate imponendo la condizione di
annullamento della sollecitazione risultante, ottengo

[z, (P)av = [z, (P)av

che, per I'arbitrarieta di €2, porta appunto alla identita 7_ (P)=TyZ (P) in ogni punto del corpo.

Procedendo allo stesso modo con ciascuna delle altre due condizioni scalari di annullamento del
momento risultante si perviene alle altre due identita cercate.

Dalla simmetria del tensore degli sforzi deriva la considerazione che I’operatore lineare
f(P,7)=T(P)- 7 risulta essere un operatore simmetrico.

1.5. Generica componente lungo una direzione. Consideriamo lo sforzo nel
punto P e rispetto alla giacitura individuata dal versore 7, ovvero il vettore 7 (P, 7). Indichiamo la
componente dello sforzo 1’'ungo 1’asse orientato individuato dal generico vettore m come

A— -\ -
1.7) Tnm:t(P,nj-m

Si vede che questa notazione ¢ coerente con quella usata per le componenti speciali di tensione. Si
trova che

1.8) r7,=0nm+o0cnm+onm+7, (nxny +mm )+ T, (nxnz +mm, )+ T, (nynz + mymz)



infatti

O-x Txv sz mx mXGX + my Txy + mz sz
(nx n, n)t, o, T, |m|= (nx n, n fmt., + m,o, + m7zT,  |=
T Ty O: \m, mct., +m7., +m.o,

=n.m.o, -|-I’lxl’l’ly’l'xy +I’lxmz’l'xz +n),mx1'” +nymydy -|-I’l),lflflz’l'yZ +nzmx1'u +nzm),1'zy +n,m,6, =

=onm +onm +onm +7, (nxn S+mom, )+ . (nn, +mm)+7, (n . +mm, )

1.6. Principio di reciprocitz‘t. Assegnati in P due versori n,m risulta che

1.9) I[P,nj-m:t(P,mj-n4

che si scrive anche
z,. (P)y=1, (P)

Questo relazione, detta principio di reciprocita, si dimostra sfruttando la simmetria del tensore
degli sforzi. Infatti il primo membro della 1.9, trasformando il prodotto scalare in un prodotto tra
vettori grazie all’uso della trasposizione, si puo scrivere

(T(P)ZJT m= (ZJT (r(P)) m= (ZJTT(P);;

dove si e considerato che la trasposta di una matrice simmetrica ¢ la matrice stessa. D’altra parte per
la proprieta commutativa del prodotto scalare, il secondo membro della 1.9 si scrive proprio

* Si rileva che questa proprieta non & altro che la proprieta fondamentale degli operatori simmetrici (anzi la proprieta
con la quale li si definisce). E in effetti la funzione 7(P,/i)=T7(P)-# altro non & se non un operatore simmetrico.



n %(P Zj = (Z]TT(P);Z

1.7. Tensione normale. Detta tensione normale la componente ¢, =7, =7 (P,ii)-7i si

n nn
dimostra che
1.10) o,=0.n, +0' n, +0'n +2Tx)nxn) +2t nn_ +27 nn,
infatti
N\ o \T
o, =|T(P)n| n=|n|T(P)=
o Txy sz n, Gxnx + Txyny + sznz
= (nx ny, n Tyx Gy z.yz ny 1= (nx n, n; Tyxnx +O-yny +T)fznz =
T 7. O, )\n T.n, +T‘n‘+0,n-

7y Z z

=o.n, +Txynxny+z. nn +t.nn +0on +T nn +tonn +T . nn, +c7n =

=o.n, +Gn +Gn +2Trynrny+22' nn_+2t nn,

1.8. Tensione tangenziale. Definisco tensione tangenziale la quantita

L1 7, :\/?(P,;]

Si osserva che questa quantita ¢ definita positiva e dunque non ¢ una componente, come invece lo ¢
la tensione normale.

2

2
-0,

n

L3 L3 L L L3 L3 +
1.9. Direzione principale di tensione. Dato MPpit)=6.
un punto P diciamo che il versore n individua una
direzione principale di tensione quando si verifica che ™

1.12) 7(P,ii)=o0,ii

Cio¢ lo sforzo relativo a quella giacitura non ha
componenti tangenziali. La componente normale prende il
nome in questo caso di componente principale di
tensione.

pel ]

1.10. Ricerca delle direzioni principali di tensione. Poniamoci il problema di
trovare la (una deve esserci per forza) o le direzioni principali di tensione per un dato punto P.
Deve essere verificata la 1.12 la quale si puo scrivere

—

1.13) T(P)n=0 neT(P)n=0c.Ine (T(P)-c I)n=0

Allora si deduce che



e le componenti principali di tensione sono gli autovalori di 7, e si ricavano dunque
risolvendo, rispetto o, , I’equazione di terzo grado

det(T-o,1)=0

e e relative direzioni principali di tensione sono individuate dai relativi autovettori di 7 e si
ricavano sostituendo le soluzioni della equazione scalare in quella vettoriale

Si deve poi notare che, in base ai risultati dell’ Algebra Lineare, essendo 7' una matrice simmetrica
® essa ammette sempre tre autovalori reali
® essa ammette sempre una base di autovettori ortonormali

Dunque le direzioni principali sono ortogonali fra loro. Tuttavia possono aversi tre casi:

¢ 3 autovalori distinti: allora si hanno tre direzioni principali di tensione fra loro ortogonali;

e 2 autovalori distinti’: allora si avra una direzione principale di tensione in corrispondenza
dell’autovalore singolo, e in corrispondenza dell’autovalore doppio un piano tale per cui
tutte le sue direzioni passanti per P sono direzioni principali di tensione;

e 1 autovalore distinto: allora ogni direzione per P ¢ una direzione principale di tensione, la
cui componente principale ¢ il solo autovalore trovato.

Orientando il sistema di riferimento in modo che gli assi si sovrappongano alle direzioni principali
di tensione il tensore degli sforzi assume forma diagonale e si ha

o, 0 O
t(P,njo'(P)nz 0 o, O0|n
0 0 o,

1.11. Invarianti di tensione. Gli invarianti di tensione sono gli invarianti del tensore
degli sforzi. Queste quantita sono cosi dette in quanto non cambiano al cambiare del sistema di
riferimento. Si ha I’invariante lineare

l,=0,+0,+o0,

I’invariante quadratico

_ y zy by x| 2 2 2 .
I, = . o + + . o™ T, +T. +T, (O'xO'y +0,0, +0'y0'Z)
yz Z sz O-z yx y

e ’invariante cubico

* Uno dei due avra molteplicita algebrica due, come soluzione della equazione caratteristica del tensore, ovvero della
equazione det(T — Gnl) =0.

® Questo piano & anche piano delle tensioni (ciog si avra stato tensionale piano) se e solo se I’autovalore a molteplicita
singola & nullo.



x xy Xz
2 2 2
I,=ft, o, 7.=00,0, +27,7.7, - (GXO'yZ +0,0,. +0.0, )
T, ©
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Gli invarianti risultano utili al momento della soluzione della equazione caratteristica del tensore

degli sforzi. Infatti risulta —»

AN o

det(T —ol)=0’ -0’1, —ol, - I,

1.12. Stato tensionale piano. Si dice che in P si ha
uno stato tensionale piano quando

- - -\ - - P
1.14) EImIt(P,nj-m—O,Vn oy x(pj{j

Il piano che contiene ogni sforzo relativo al punto P ¢ detto piano delle tensioni. Dimostro alcune
proprieta notevoli dello stato tensionale piano (si prenda come riferimento questa figura)

A) In P si ha stato tensionale piano, con piano ortogonale al versore m , se e solo se
- - -
Aml ¢ (P,m] =0

Infatti se si ha stato tensionale piano allora, per la 1.14, risulta 7 (P,ﬁ)-rﬁzO,Vﬁ che, per il
principio di reciprocita 1.9, comporta 7(P,m)-7i=0,Vii ovvero necessariamente f(P,i)=0;
viceversa se vale la tesi allora, facendo il ragionamento inverso, si trova che deve essere
f(P,ii)-m=0,Vr e dunque il piano ortogonale al versore /7 & piano delle tensioni.

B) Se m ¢ piano delle tensioni relativamente al punto P, allora la direzione ortogonale a m ¢
direzione principale di tensione e la sua componente principale vale zero. Viceversa se una
direzione principale ha componente principale nulla, allora il piano a essa ortogonale ¢ piano delle
tensioni. Infatti se si fa I’ipotesi del piano delle tensioni si deve avere per la 1.14

I(P,nj-m:O,‘v’n

Mentre se si fa I’ipotesi della direzione principale con componente principale nulla, per la 1.12, e
applicando il principio di reciprocita si ha

t(P,m]=O<:> I(P,mj'nzo,‘v’n = I(P,nj-m:O,‘v’n

C) In P si ha stato tensionale piano se e solo se il determinante del tensore delle tensioni vale zero.
Infatti siano o,,0,,0; le tre componenti principali. Allora il determinante del tensore delle tensioni

si scrive



detT =0,0,0,

Allora se vale zero, almeno una delle componenti principali &

nulla e dunque, per la proprieta B, si ha stato tensionale 3
piano. Viceversa, se sia ha stato tensionale piano, sempre per

la B, almeno una delle componenti principali vale zero, e

dunque il determinante & nullo.

D) La tensione tangenziale massima, per giaciture che siano 72
ortogonali al piano di tensione, si ha quando n forma un

angolo di 45° con le due direzioni principali del piano di -
tensione (vedi figura). La dimostrazione la si rimanda alla

parte sui circoli di Mohr. 1

Le proprieta dello stato tensionale piano possono essere dimostrate anche ricavando direttamente il
tensore degli sforzi per uno stato tensionale piano. A tale scopo si consideri il sistema di riferimento
in figura e si assuma che il piano delle tensioni rispetto al punto P sia il piano xy.
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Allora -in base alla definizione 1.14 di stato tensionale piano- deve essere

o.(P) 7,(P) 7. (P))n (0O
?(P,Z Zzo,v o y(P TyZ(P) n, ||0|=0.vn e
o, P 1
P XZ P) sin ¢cos @
PN (P) .(P) sm(psm@} 0|=0,Vee|0,7]Voe[0,27] =
(P) ( cos @

o (P sm(pcos6’+f P)singsin@+7_(P)cosg) (0

X XZ

) ( )
SAK P)sinpcos@+ o (P)s1n¢s1n0+z' ( Jeose |-| 0|=0,Vpe [0 x]vee [0 27[]<:>
) ( )

(
7.
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P)sinpcos@+7 P)s1n(psm0+6( P)cosep | (1
<:>Z'U( )s1n¢cost9+fzy( )s1nqosmt9+61( P)cos@ =0,V pe [0,7Z'],V9€[0,27Z']

Ponendo nella condizione qui sopra in particolare ¢ =0 si ricava



c.(P)=0
Ponendo poi 8 =0 siricava
&1, (P)sing=0,Voe[0,7]= 7, (P)=0
Dunque si ha la condizione
7 (P)singsind=0,Vge [0,7]Voe [0,27] = 7_(P)=0

Con ci0 possiamo concludere che il tensore delle tensioni relativo allo stato piano di piano xy si
scrive

Utilizzando questo tensore si possono poi immediatamente dimostrare le proprieta A, B, C, D.

1.13. Equazioni indefinite di equilibrio. Nel paragrafo 1.4 si ¢ visto come imporre
che la risultante delle forze, agenti sulla generica porzione Q di corpo, sia nulla, porta alla scrittura
delle tre equazioni a,b,c le quali, vista appunto la genericita di 2, si possono scrivere

0
90, + Lo +aT” +F =0
ox dy 0z
1.15) 97, +aGy +afyz +F =0
' ox dy 0z r
0
o7, + i + 99, +F. =0
ox dy 0Jz '

Dove si ricorda che il campo vettoriale F = F(P) descrive le forze di volume, ovvero forze
elettriche, forza gravitazionale, forze apparenti...
Diciamo ora che sia p = p(P) il campo vettoriale che descrive le forze esterne che agiscono sulla

superficie del corpo. Allora la condizione di equilibrio meccanico impone che tali forze debbano
essere bilanciate, in ogni punto della superficie esterna, dagli sforzi interni del corpo. Se indico
allora n il campo normale alla superficie esterna, con verso che punta 1’esterno, posso imporre la
condizione al contorno

p(P)+7(P,—ii)=0& p(P)=—1(P—ii)=1(P,ii)=T(P,i)i

che si traduce nelle relazioni scalari



px = O-xnx + Txyny + sznz
1.16) yp,=7,n +0,n,+7 n

p.=t,n . +7,n +0o.n,

Il sistema delle tre equazioni, con le relative condizioni al contorno, ¢ detto indefinito in quanto le
sei funzioni (considerando la simmetria del tensore degli sforzi) che vi compaiono non possono
essere ricavate in base a esso (e questo non lo so dimostrare non sapendo nulla di equazioni
differenziali alle derivate parziali). Occorrono cio¢ ulteriori indicazioni.



Capitolo 2. Sforzi e Circoli di Mohr

2.1. Stato tensionale generico. Gli assi 123 indichino le direzioni principali nel punto P
T,

\
/

a
-
A

"--..___/

~—__|

e il versore n indichi la generica giacitura. Allora posso considerare le tre condizioni

2 2 2
o, =0n +0o,n, +0,n,
2 - -~\2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 \?
T, =7(P,ii) -0, =0, n +0o,n, +0;,n, —(Gln1 +o,n, +0'3n3)

2 2 2
n.+n, +n;” =1

le quali costituiscono un sistema lineare in tre equazioni nelle tre incognite n’,n;,n:, la cui
soluzione (il calcolo non I’ho mai fatto e il risultato I’ho preso da Capurso pag 106) risulta essere

2 t’+0,’—(0,+0,)0,+0,0,
1 (62_0-1 )(0-3 - 01)

20)  n= 1, +0,’—(0,+0,)0,+0,0,
(0-3_0-2 )(0-2 - 01)
0t e t’+0,’—(0,+0,)0, +0,0,
(0-3_61 )(63 _62)

Fissando, la cosa ¢ arbitraria, che sia 0, <0, <o, e imponendo che i secondi membri delle tre

relazioni di cui sopra, siano non negativi (come deve evidentemente essere) si trovano le tre
condizioni

cl) t°+0,’-(0,+0,)0,+0,0,20
¢c2) t’+0,’-(0,+0,)0, +0,0,<0

¢3) 1’ +0,’ -(0,+0,)0,+0,0,20



Ma a primo membro abbiamo delle circonferenze del piano (Gn,T) aventi raggi e centri dati

rispettivamente da

ey R=SZ% | 2TS
2 2

c2) rR=22%  (=[21%
2 2

¢3) R=2Z% =|2E%
2 2

Considerando tali circonferenze e le condizioni ¢.1, ¢.2, ¢.3 si costruisce il disegno riportato da cui ¢
possibile leggere le seguenti proprieta del generico stato tensionale:

1 punti (Gn,T), cioe il valore della tensione normale e della relativa tensione tangenziale

secondo la generica giacitura, possono cadere solo nella porzione di spazio ombreggiata;
la tensione tangenziale massima vale

e si ha per o, = (0, +0,)/2. Per cui, per ottenere la giacitura in cui essa si realizza basta
sostituire tali valori nel sistema 2.1.

Si deve precisare che, secondo la definizione 1.11, 7, sarebbe una quantita definita positiva, quindi

arigore la figura dovrebbe essere sprovvista della parte inferiore.

2.2. Stato tensionale generico: raffiniamo 1’analisi. Adesso vediamo come si
possano trarre ulteriori informazioni sullo stato tensionale del punto P attraverso 1 circoli di Mohr.
Siano 123 gli assi di riferimento orientati secondo le direzioni principali e 0, < 0, < 0, le relative

tensioni principali.

I versore a, indica la generica giacitura nel piano 12, a, ¢ il versore ad esso ortogonale il
cui verso ¢ tale da indicare la rotazione oraria, rispetto all’asse 3, della materia che sta sotto
la giacitura.

Il versore l;n indica la generica giacitura nel piano 13, l;r ¢ il versore ad esso ortogonale il

cui verso ¢ tale da indicare la rotazione oraria, rispetto all’asse 2, della materia che sta sotto
la giacitura.
Il versore ¢, indica la generica giacitura nel piano 23, ¢, ¢ il versore ad esso ortogonale il
cui verso ¢ tale da indicare la rotazione oraria, rispetto all’asse 1, della materia che sta sotto
la giacitura.
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Affinché il procedimento che illustrero funzioni, nel disegno del sistema di riferimento e dei versori
si devono rispettare le seguenti regole:

e al primo asse cartesiano va associata la direzione principale con componente principale di
maggior valore, al secondo la direzione principale relativa alla componente principale di
valore intermedio, per finire con il terzo asse che dovra avere la direzione uguale alla
direzione principale associata alla componente principale di valore minore (quindi il primo
asse € 3, 1l secondo ¢ 2, il terzo & 1);



e ¢li angoli «,f,y devono andare dalla direzione principale associata a componente

principale di maggior valore a quella associata alla componente principale di valore
immediatamente inferiore.

I circoli di Mohr devono poi essere costruiti secondo lo schema indicato in figura. Con queste
premesse si dimostra che

e il punto A in figura indica la coppia di valori 0,,7, che si ha in corrispondenza della
giacitura individuata dal versore a,, intendendo qui 7, come la componente dello sforzo
r (P,dn) rispetto al versore a,, cio¢ come una quantita algebrica, positiva o negativa, e non
come un valore definito positivo, come si ¢ fatto in precedenza;

e il punto B indica la coppia o,,7, relativa alla giacitura individuata da l;n, con 7, la
componente dello sforzo valutata rispetto al versore l;t ;

e il punto C indica la coppia o,,7, relativa alla giacitura individuata da ¢,, con 7, la

componente dello sforzo valutata rispetto al versore c,.
Mi limito a dimostrare la prima affermazione. Basta valutare direttamente o,,7,. Per o, si ha

o, 0 0YO0
- - —
ant(P,anj-anz 0 o0, 0 |cosa|(0 cosa sina)=
0 0 o \sino
0
. 2 s 2
=|o,cosa [0 cosa sina)=o0,cos’ a+0,sin>a=
o, sinx

1+cos2«a l-cos2a o,+0, O0,-0,
5 +0, = + cos2a
2 2 2

N
Per la relativa tensione tangenziale, valutata rispetto a;, si ha

o, 0 0)O0
T =t(P,anj'a,= 0 o, 0 |cosax (0 sina —cosa)=
0 0 o \sina

=

=|o,cosa |(0 sina —cosa)=0,sinacosa—o,sinacosa =
o, sina

sin2¢ sin2aa  0,-0, .
5 -0, = sin2¢x
2 2

Allora dai circoli cosi costruiti si deduce la seguente proprieta notevole del generico stato di
tensione:

¢ il valore massimo della componente tangenziale della tensione si realizza in corrispondenza
del versore normale che giace nel piano individuato dalla direzione della componente



principale massima e dalla direzione della componente principale minima, e che forma con
tali assi un angolo di 45°.

Nella nostra figura la giacitura di massima tensione tangenziale ¢ infatti quella individuata dal
versore b, che forma un angolo £ =45° con I’asse 3.

2.3. Stato tensionale piano. Nel caso di stato tensionale piano la direzione perpendicolare
al piano delle tensioni ¢ direzione principale con componente principale nulla (punto B del
paragrafo 1.11). Dunque in questo caso quanto visto nei paragrafi precedenti si particolarizza
semplicemente tenendo presente che due dei circoli di Mohr dovranno passare necessariamente per
I’origine del piano o,,7,. La cosa importante ¢ per0 che in questo caso i circoli di Mohr, in

particolare il circolo relativo al piano delle tensioni, permette di determinare

¢ le due direzioni principali incognite
e irelativi valori delle componenti principali.

Per dimostrarlo riprendiamo la figura del caso generale e diciamo che sia 23 il piano delle tensioni.

I

/e y

1

A

—r N\

o

Ulk o, O, o |o

. Gx - O-y ’ 2
Raggio= T +7,

o .+0,
Centro = (T)’Oj

“"qu

Tyx \-/
o,+0, _
o, = T + Raggio
o.+0, )
o, = T} — Raggio

Allora o, =0 e la figura ¢ quella indicata. Si proceda allora secondo 1 punti seguenti.

¢ Introduciamo sul piano delle tensioni la generica coppia di assi xye la coppia di versori
ortogonali 72,m con il secondo orientato secondo la regola gia ricordata di avere il verso tale

da indicare (all’asse 1) la rotazione oraria della materia sottostante la giacitura individuata
dal primo.



® Noti i valori 0,,0,,7, li riportiamo sul piano o,,7, tenendo presente che 7, deve essere

preceduta da segno meno nel caso in cui I’asse y indichi all’asse 1 la rotazione antioraria
della materia sottostante la giacitura individuata da x. Nel caso in figura 1’asse y indica il

verso antiorario, quindi 7,, deve essere riportata preceduta da segno meno; supponendo che
sia ad esempio 7, <0 allora avremo — 7, >0 e dunque tale valore si trovera sul semiasse
positivo delle 7, !

e Riportati i due punti (O'X,Txy ), (O'y,fyx) sul piano, si traccia la circonferenza di Mhor relativa

alle componenti principali 0,,7;.

Ci0 posto si dimostra immediatamente -osservando la figura- che la circonferenza relativa al piano
delle tensioni ha centro e raggio dati da

. O-x - Gy ’ 2
Raggio= [| —— | +7,,

2

c.+0
Centro = (Ty,O]

Sono anche immediatamente deducibili dalla figura le relazioni

o, + O'y .
o, = T + Raggio

c,+0, _
o, = T — Raggio

Ebbene, tutto cid posto, i valori di ¥ i quali individuano le due direzioni principali incognite ©,, 0,
sono dati rispettivamente da

T 1 27,
=517 7; = arctan| ————
2 2 o,—0,

Le espressioni di ¥,,%, qui riportate si ricavano dalle proprieta gia dimostrate per i circoli di Mhor

nel paragrafo 2.2; tuttavia possiamo dimostrarle nuovamente diagonalizzando il tensore degli sforzi,
poiché -si ricorda- le direzioni principali coincidono con quelle individuate dagli autovettori del
tensore. Effettuo la ricerca degli autovalori e degli autovettori del tensore delle tensioni:

o, 7, 0 o, 7, 0 I 0 0))x 0
T(P)=|7, o, 0|=||7r, o, 0|-40 1 0f|y|=|0|e
0 0 0 o 0o o) (00 1)jo) (0

' Si puo notare che se y indica la rotazione antioraria (rispetto 1) della materia sottostante la giacitura individuata da x
(come nel caso in figura) allora accade che x indica la rotazione oraria (rispetto 1) della materia sottostante la giacitura
individuata da y e dunque 7 pud essere riportata sull’asse 7, senza dover essere cambiato di segno.



; X o.—-4 T, 0
T, O, /1 y|= z, o,-4 0|=0&
0 /1 0 0 0 - A
—/1((0 -~ -~ 2 =0=> 2 -Ao. +o. )+axcry—rxy2=0<:>
/1:(03+0'y i\/O'x+O'y) +4z'xy :0'x+0y+ o, +0, z+T i
2 2 2 Y

Abbiamo trovato cosi le due componenti principali di tensione:

2
o, +to o.+o , O +0
— Y X Y —__* Y
o, = + +7, = +R
2 2 2

2
o.t0, O +0, O +0,
_ Y x Y 2 _ Yx Y
o, = 5 —\/( 5 )+Txy = -R

Troviamo ora la direzione principale relativa a o :

o.—0
~—— > —R T, 0
2 X 0
Gx_Gy —
T, - -R 0 y|=|0|&
o +0 0) \0
0 0 - -
2
c,—0, B o,—0, B
5 -Rx+7,y=0 5 -Rx+7,y=0

dunque il sistema ammette soluzioni non nulle (ne ammette ') definite da



o.—0,
- - _R
GX_G\' y 2
S -Rx+7,y=0==tany,=——"——
X

Pertanto, considerando una nota formula trigonometrica, abbiamo

L ey

|
5‘\\
I/

c,.—0, c,—0,
, “|-R T, “|-R
) 2 _ ’ 2 3 Txy _ foy

) _(O’X ;G}T +R(ax ;a‘) ) {(O‘ ;o—y]_R](ax ;a},j (ax ;q‘) c. o,

Esplicitando rispetto a ¥, troviamo la formula che volevamo dimostrare:

1 ( 2Txy ]
Y3 =arctan
2 o,—0,

2.4. Studio di uno stato tensionale. Diciamo che nel punto P di un corpo sia stato
misurato lo stato tensionale

o.(P) 7 ,(P) 0 80MPa 80MPa 0
7(P)=|7,.(P) o,(P) 0 |=|80Mpa —40MPa 0
0 0 o.(P) 0 0 20MPa

Voglio inizialmente studiare questo stato tensionale calcolando analiticamente componenti
principali e tensioni principali. In un secondo momento invece lo studio attraverso i circoli di Mhor.

Poiché il determinante del tensore delle tensioni & non nullo (vale —11.200MPa’) possiamo gia
anticipare -per la proprieta C del paragrafo 1.12- che lo stato tensionale non ¢ piano. Calcolo allora
le componenti principali di tensione cercando gli autovalori del tensore delle tensioni: o ¢ un
autovalore se e solo se soddisfa la condizione

80MPa 80MPa 0 X X 80MPa 80MPa 0 X I 0 O)«x
80Mpa —40MPa 0 y|=o0|y|<|80Mpa —-40MPa 0 yi=ol0 1 O0|y|&
0 0 20MPa )\ z Z 0 0 20MPa )\ z 0 0 1)z



80MPa—o 80MPa 0 X
< | 80Mpa —40MPa—-o 0 y =0
0 0 20MPa—o )\ z

Affinché questa condizione sia soddisfatta per valori non nulli del vettore (x y z) deve aversi

80MPa—o 80MPa 0
80MPa—-o 80MPa
80Mpa  —40MPa-o 0 =0 < (20MPa - o) =0
80Mpa —40MPa - o
0 0 20MPa - o
80MPa—-o 80MPa
& (20MPa—-o =0
80Mpa —40MPa -0

& (20MPa -0 )(80MPa — o )(— 40MPa — o) —80Mpa80Mpa) =0
Risolvendo I’equazione di terzo grado in o si trovano le tre componenti principali

0, =20MPa o, =-80MPa o, =120MPa

Per ciascuna di esse procedo al calcolo della direzione principale. Per la prima si ha

60MPa 80MPa O\ x x60MPa+ y80MPa=0 0
80Mpa —-60MPa 0| y|=0<x80MPa—y60MPa=0< q =k|0|,ke R
0 0 O\z z=k 1

Per la seconda abbiamo

160MPa 80MPa 0 Y x x=—k/2 ~1/2
80Mpa 40MPa 0 yl=0ely=k <©v,=k1 |keR
0 0 100MPa )\ z z=0 0

Per la terza abbiamo

—40MPa  80MPa 0 X x=2k 2
80Mpa —160MPa 0 y|=0&=4y=k ©v,=k|1 keR
0 0 —100MPa )\ z z=0 0

Ora normalizzo gli autovettori in modo da avere i coseni direttori delle direzioni principali:

(91

v Vlelok=2 oy, = letor=t oy, =
_ G S _ R
1 2 \/g \/g 3 \/g

0
=lek=1=>w=|0
1

= %= &l




Considerando poi che cos’1(2/ \/g)z 0,46rad = 26°,56 possiamo rappresentare le direzioni
principali rispetto al sistema di riferimento originario.

1

2

P =26°,56 =0,46rad

|
X w &/ 3
=~ 26°,56 = 0,46rad

Riportando ora le tensioni principali sul piano di Mhor si hanno i circoli seguenti.



Capitolo 3. Deformazioni

3.1. Campo degli spostamenti. Sotto 1’azione di una sollecitazione esterna un corpo
passa da una configurazione iniziale C, a una configurazione C . Resta allora definito un campo di
spostamenti il quale ad ogni punto del corpo associa lo spostamento dalla posizione iniziale alla

posizione finale. Tale campo sia

Preso un punto P, si ha che

-

dove si deve intendere che P,P = (Ax Ay Az)" . Esplicitando il differenziale abbiamo

S(P)= §(P0)+d§[PO,Ax,Ay,Az]+0(\/(Ax)2 +(Ay) +(Az)2j

@Aﬁab’a(f)Ayﬁ”a(P“)Az
M(Po) * N
S(P)=| v(B) |+ av(_gfo)Ax+avE§5))Ay+av§R))Az +o(RP)=
" e, onie), avln)
ox dy 0z
du(P) ou(R) ou(R,)
u(P,) ox dy 02 |(Ax
[ | ole o) st [,
B aw(r) awl(n) aw(r) [\A
ox dy 0z
ou(P,) ou(p,) u(R,)
u(P,) ox dy 0z
[ || ol o) o)
B aw(p) awr) aw(r)
ox dy 0z

Scomponendo la matrice nella somma della parte simmetrica e di quella antisimmetrica (come ¢

possibile fare per qualsiasi matrice) si ha




ou(F,) 1(au(Po) av(Po)j 1(8M(Po)+aw(mj
N | ey ) mw) 1), owle)
2 1(oulP,) ov(P, ov(P, 1{ov(P) owlP, >
5(P)= V(gﬁ))+ 5[ ), 20 2E) - L[2dR), 2 ]pom
. 1(8M(P())+GW(R))] 1(GV(R))+GW(PO)] ow(p,)
2\ oz ox 2\ 0z dy 0z
1(ou(R,) ov(R)) 1(ou(p,) ow(r)
0 E( dy C ox ] 5( oz ox j
1(9u(R) _ov(R) L(ov(R) _owR)) | n. (55
* _5( dy  ox ] 0 20 a2 oy jE)P+O(E)P)
1(ou(R) ow(R)) 1({ov(R) ow(R)
_E(az_axj_i(az_ay] !

Rimaneggiando il terzo addendo si ha in fine

ulF,) g(au(lz)ﬁv(f’o)j 1(au(fz)+aw(1%)]

Lo (4R au(p?x E) ’ ayav(p)ax ?aj}z) 8wa();’) .
R E i I S e o
) ) o

1{ov(P,) owlP
__( a(o)_ a()]
2 Z
+ %(a”a(f’)—a”gg)j x P,P+o(P,P)
1 (au(Po)_ av(Po)]
2 dy ox

Chiamando Z(PO) la matrice e 67)(P0) il vettore otteniamo la formula

3.1)  5(P)=S(B,)+X(P,)P,P+@(P,)x P,P+o(F,P)

3.2. Ipotesi dei piccoli spostamenti. Alla base della trattazione che segue si trova una
ipotesi iniziale, detta ipotesi dei piccoli spostamenti, la quale impone che gli spostamenti dei punti,
ovvero 1 valori della funzione 3.1, siano piccoli appunto. Altrimenti detto: la trattazione che segue
sara tanto piu attendibile quanto piu gli spostamenti subiti dai punti del corpo sono piccoli.

Adesso consideriamo [’espressione della sola componente rigida dello spostamento. Dalla
Meccanica Razionale sappiamo che il generico spostamento rigido si scrive

- -

32)  S(P)=s(p)+ Q_>P(cosa—1)+(&xP:P]sina



dove Q ¢ la proiezione di P sull’asse intorno alla quale avviene la componente di rotazione dello

spostamento complessivo € & ¢ I’angolo di tale rotazione. Ma in ipotesi di piccoli spostamenti
possiamo approssimare le funzioni trigonometriche della 3.2 usando solo il primo addendo del loro
sviluppo in serie di Taylor:

33)  S(P)=S(P,)+aaxP,P

la quale costituisce appunto una approssimazione dello spostamento rigido, tanto piu fedele quanto
pitu piccolo ¢ lo spostamento. La cosa importante adesso ¢ che dal confronto della 3.1 con la 3.3
emerge la possibilita di interpretare gli addendi della 3.1 e di concludere che

-

(P)P,P  &lacomponente di deformazione pura

™

s(p,) ¢ la componente di traslazione rigida
@(P,)xP,P &la componente di rotazione rigida
3.3. Tensore delle deformazioni. La matrice che permette di descrivere gli spostamenti

dovuti alla deformazione si dice tensore delle deformazioni e 1 sui elementi si chiamano
componenti di deformazione. Chiamando ¥ tale tensore e ponendo

e, (n)2240) e, () 2245 e.()221%)
2 9u(R,) , v(R) ou(p,) , Iw(R) s(ov(R) , awlR)
)Y 248) R () 2ulB) B () 4200, D)
si ha
er) S7.(8) S7.(R)
34 ZR)=|37,(R) () 27.(R)
S7B) Sr.B) e(n)

Quindi lo spostamento dovuto a deformazione, nel punto P, che indico D(P) , & dato da

1 1
1 1 - -
e(r) Sr,() Sr.(R) ™ EAXF SV Ay + 27 AL
- = 1 1 1 1
35 DIP)=ER)RP=|27,(R) &(R) S7.(R))Ay|=| Dy, Avtedy+oy A
1 1 Az
EyXZ(PO) Eyyz(PO) gz(PO) %7/XZA'X:+%7/ysz+€ZAZ

Si osserva che la funzione definita nella 3.5 risulta essere un operatore simmetrico, essendo la sua
matrice una matrice simmetrica.



3.4. Ipotesi delle piccole deformazioni. Abbiamo visto come il vettore X(P,)P,P

rappresenti la componente di deformazione dello spostamento di P. Adesso voglio dimostrare
come I’ipotesi di piccoli spostamenti comporti che anche le componenti di deformazione (il cui
significato preciso ¢ illustrato nei paragrafi successivi) siano tendenti a zero. Consideriamo allora la
prima componente di spostamento e rendiamola sempre pill piccola, cio¢ consideriamo una
successione di funzioni

{ul(x, y, Z),I/tz (X, y, Z),...,I/tk (X, y, Z),...}

la quale converga uniformemente allo spostamento nullo per k — oo. Prendiamo poi la successione
di funzioni ottenuta dalla prima per derivazione, ad esempio, rispetto y :

ou, (x,y,z) du,(x,y,2)  ou,(x,y,2)
e e

Supponendo che anche questa converga uniformemente. Allora (vedi per esempio Marcellini
Sbordone a pag. 23) abbiamo che il limite della seconda serie ¢ uguale alla derivata, rispetto y, del

limite della prima, ovvero

. u, (P aklm u,

20_,
k= Qdy dy ay

Questo ragionamento si pud ripetere per tutte le derivate parziale di u(P),v(P),w(P). Dunque le

componenti di deformazione tendono a zero quando tendono a zero gli spostamenti. Poiché porre
per assunto che le componenti di deformazione siano piccole si dice fare la ipotesi delle piccole
deformazioni, abbiamo provato che

Ipotesi dei piccoli spostamenti = Ipotesi delle piccole deformazioni

Il contrario in generale non & vero: si pensi come caso estremo al moto rigido in cui le deformazioni
sono nulle ma gli spostamenti possono essere di ogni entita.

3.5. Componenti di dilatazione. Le
componenti di dilatazione sono gli elementi sulla
diagonale principale del tensore delle deformazioni. p"
Esaminiamo la componente &£ e deduciamone il
significato fisico. A tale scopo fissiamo 1’origine del 4 Y
sistema di riferimento in F, e consideriamo un punto

P dell’asse x. Se indico con P” la posizione di P p
dopo la deformazione, e con P’ la proiezione di P”
sull’asse x, allora posso scrivere

2¢, (R, )R, P e.(R)R,P

PP+e, (P )PP
PP’ =x(P))RP=—| 7, (R)RP |= PP'=|0 =PP =0
0

o

7. (P,)P,P



Dunque si ha in definitiva

; P,P'—P,P
F P

3.6. Componenti di scorrimento. Le componenti di scorrimento sono i restanti tre
elementi distinti del tensore degli sforzi. Considerando la componente ¥, (PO) e con riferimento

alla figura, si pud dimostrare che

Partiamo cercando di trovare una espressione di ¢ in funzione dei parametri in gioco. Intanto e
immediato rilevare dalla figura che

38) PQ-PR =PQ PR -cos®

Consideriamo poi I’approssimazione polinomiale di cos? centrata in = 7/2
7 d(cosd)

T T T T
3.9 cost¥=cos—+ U—— |[+0o| ¥—— |=0-sin O——|+o| O——|=
: 2 dv ﬂ_ﬂ/z( 2] O( ZJ ﬂ'”“”/z( ZJ 0( ZJ

:Z—ﬁ+o(ﬂ—zjz£—ﬂ z
2 Q@

dove abbiamo trascurato [’infinitesimo di ordine R

L. o . =&
superiore in quanto, se le deformazioni sono piccole, >/\
R

come si suppone in tutta questa trattazione, allora ¢ P
non si discosta molto da 7[/ 2, cioe dal suo valore Y
iniziale.

Sostituendo allora la 3.9 nella 3.8 abbiamo

X
POQ’POR’_E
POQ,'POR, 2

3.10) R)Q’-P(,R’zg)Q’-TR’-(%—ﬂj@ — 0

Adesso non faccio altro che valutare tutti gli elementi a primo membro in questa relazione. Parto
dal numeratore:

/27, 127,

00’ =%(R)RQ=|1/27, |RQ= RO =FR0+00 =|1/27, |RQ
£, I+e,
127, 127,

RR' =%(P)PR=|¢e, |BR=PR =PR+RR =|l+¢ |PR
12y, 12y,



1/ 2 7/xz 1/ 2 7/}’1
POQ/,POR/: 1/27,yz . 1+€y @.ﬁ:(%q_
l+eg, /2y,

Ve Ty To | Vo
2 2 2 2

o 7

Trascurando, sempre per 'ipotesi delle piccole deformazioni, i termini di secondo grado rispetto

alle componenti di deformazione abbiamo
3.11) RQ-RR=7,R0-FR

Per il denominatore della 3.10 considero direttamente 1’approssimazione

312) PQ'=PQ PR =PR

Dunque, sostituendo le 3.11 e 3.12 nella 3.10 ottengo la tesi

Si rileva che una componente di scorrimento positiva sta ad indicare una riduzione dell’angolo fra 1
due assi; in caso contrario i due assi finiscono per formare un angolo maggiore di un angolo retto.

3.7. Dilatazione lungo una generica direzione. Voglio calcolare la dilatazione
lungo una direzione arbitraria passante per F,, ovvero, con riferimento alla figura, voglio calcolare

la lunghezza del segmento PP’. In base alla trattazione fatta p"
si ha

-

PP'=D(P)-a= Z(R))P:P-

28)( 7/)@ 7/)(1 ax
7)’ ay
2e \a.

a

Vi 26 AP-(a, a, a)=

x y

7/zx 7zy

2¢ a, + Vo, 7.4, _

=

™
~

0

0 Yl +2€a,+y.a. | (ax a, a. )= 2P (26'an2 +y

2

aa +y aa')+

xy Py xz 7 x7z

v.a,ty,a,+ 2¢€.a,

O“U‘
~

+2€ZaZ2):

+

vz y Tz x7z 2y 7y z

PP
5 (7yxaxay+2€yay2+7 a,a )+ 02 (7ua a.+y.a,a

2 2 2
ga +ea +€a +yaa +y.aa +y.aa, )POP

y xzx

—

Se poi vogliamo una dilatazione relativa, cioe rapportata alla lunghezza del segmento di partenza,
possiamo parlare di componente di dilatazione rispetto al generico asse, chiamarla £, e scrivere



. _RP-RP_PF

a

2 2 2
3.13) =€£a, +ea +ea +yaa,+y.aa +y.aa,

RP  RP o

3.8. Componente di scorrimento relativa a due direzioni ortogonali

generiche. Vogliamo calcolare la componente di scorrimento fra due direzioni ortogonali

C C
z
R A R A
c c
P
b’
P, b
. b . b
a a
¥
y
a a
X a’

generiche, ma passanti per P, naturalmente. Consideriamo allora gli assi ortogonali a,b indicati in

figura: il nostro scopo qui & quello di avere una misura dell’angolo 7/2—8, essendo € 1’angolo che
1 due assi formano a deformazione avvenuta. In pratica vogliamo calcolare

7ab = E - 0
in funzione delle componenti di deformazione relative al sistema di riferimento RC (Po;x,y,z).
Quello che viene subito in mente di fare & di considerare il sistema di riferimento RF(PO;a,b,c) e

calcolare il tensore delle deformazioni X* a esso relativo, in funzione di X, ovvero di quello
relativo a RC. A tale scopo ricaviamo la matrice per il cambio di coordinate: considerato il
generico punto P di coordinate x,y,z rispetto RC e a,b,c rispetto RI", e detta M la matrice le

cui colonne sono le coordinate, rispetto RC dei versori di RI", si ha

P:P = ad +bb +cé = a(axf + ay} + azl€)+ b(bxf + by]A' + bzlg)+ c(cxf + cy} + czlg)z
=(aa, +bb, +cc )i + (acpy +bb, +cc, )} + (aaz +bb, +cc, )lg =

x=aa, +bb_+cc, X b, c \a X a

=
=

()
()

aX
y=aa,+bb +cc, & |y|=|a, b, ¢ |b|e|y|=M|D
aZ

b, c \c Z c

z=aa,+bb_ +cc, V4

Adesso osserviamo che lo spostamento di deformazione di P rispetto a RC e quello rispetto RI" si
scrivono rispettivamente



x a
Yyl X|b
z c

e dunque, dovendo essere 1 due spostamenti uguali, se espressi nelle coordinate dello stesso sistema
di riferimento, deve risultare

X a
Y y|=M|X|b
Z c

dove si & usata la matrice del cambio di variabili. Riusandola nuovamente abbiamo

a a a 0
SM|b|=MX|b | EM-MZ)b|=|0
c c c 0

Dovendo questa relazione vera comunque si scelga il punto P, cioe per qualunque terna a,b,c, non
puo che essere nulla la matrice XM — MY, Per cui si trova

YM-MY=0=MY =M &Y =M"'IM

Considerando poi che la matrice M ¢ una matrice di cambio di coordinate fra due sistemai

ortogonali, essa deve essere una matrice ortogonale, cio¢ la sua inversa ¢ uguale alla sua trasposta,
per cui

€ 1 V. L V. € 1 v 1 7.
1 a 2 ab % ac Clx Cly Clz 1 X 2 xy % Xz Clx bx Cx
Y=M"IM < R b, b, b, CER Y b, c,
1 1 ¢, ¢ ¢ )1 1 a, b, c
— Y. . £, — —7. &
2 74( 2 7bc c 2 7/xz 2 7yZ z

a a ! a. vy,
axgx + yyxy + aZVXZ nyy ta e + aZVXZ Clxj/xz " yyyz +az€z
2 2 2 Y 2 2

2
b by, by,
MTZ: bxgx'i_ yyxy +bz7xz nyy +b<€ +b17xz bxyxz + yyyz +bZ€Z
2 2 2 2 2 2
CX€X+nyxy +Cz7xz nyxy +C€ +Cz7xz nyxz +Cy7yz +c €
2 2 2 Yoy 2 2 2 27z

Adesso, siccome il nostro scopo era quello di calcolare y,,, mi limito a moltiplicare la prima riga
della matrice qui sopra, per la seconda riga della matrice M :




e dunque si conclude

3.14) 7, =2abe +2abe +2abe +y lab +ab )y (ab +ab )y, lab +ab,)

3.9. Principio di reciprocitz‘t. Considerati i due punti Q, P e i due versori &,l; tali che

RP=aRP, PQ=bRQO, FRP=RQ'

si dimostra il principio di reciprocitﬁz:

3.15) D(P)-b=D(Q)-4 (Z(PO )P:P]-l; - (Z(PO)P:QJ .a

Verifichiamo questa formula:

a
B(P).E:(z(g)PZPJ.é:(z(g)&gpj-ézﬁ(bl b, b)) (P, alz -
a,
al
=RP((b, b, b)E(R))a,
as

Ora, ricordando che la trasposta di un prodotto di matrici ¢ uguale al prodotto delle trasposte delle
matrici, scambiate di posto, si ha

b, a,
D(P)' A:ﬁ TZ(})O) b, || a,
b, as

Ma il tensore delle deformazioni ¢ simmetrico, dunque trasponendolo non varia e concludiamo:

! Si faccia attenzione a questa condizione: i due punti devono essere equidistanti da F,

* Si fa osservare che il principio di reciprocita non & altro che la proprieta con la quale si definisce un operatore
simmetrico. E infatti la funzione ﬁ( P)=Y(P, )PTP altro non ¢ se non un operatore simmetrico.



b
D(P)'Ezﬁz(})o) b, | a, |= Z(Po b, Po_Q a, :D(Q)‘&

by ) \ a, b, as

a, b, a,

-

3.10. Direzione principale di deformazione. Dato un punto P, diciamo che il
versore a individua una direzione principale di deformazione se risulta

3.16) X(P)a=¢,4< (Z(P)-£,1)a=0

cioe se lo spostamento di deformazione avviene tutto
nella direzione del versore a. Da notare che la 3.16 si
riscrive in maniera pill espressiva come

_—

3.17) L(R)RP=¢,RP < (X(R)-£,1)RP=0

comunque si scelga il punto P sulla retta a. La &,

prende il nome di componente principale di
deformazione. Viene allora naturale pensare che una
direzione principale di tensione sia anche una
direzione principale di deformazione. Ma questo sara poi vero sempre? O ¢ vero solo per certi tipi
di corpi? La questione sara esaminata nella parte sulla elasticita.

3.11. Ricerca delle direzioni principali di deformazione. Poniamoci il
problema di trovare la (una deve esserci per forza essendo la matrice delle deformazioni
simmetrica) o le direzioni principali di deformazione per un dato punto P,. Deve essere verificata la

3.17 dunque si deduce che

® le componenti principali di deformazione sono gli autovalori di Z(PO), e si ricavano dunque

risolvendo, rispetto £, , I’equazione di terzo grado
det(X(P)-¢£,1)=0

® e relative direzioni principali di tensione sono individuate dai relativi autovettori di E(PO) e
si ricavano sostituendo le soluzioni della equazione scalare in quella vettoriale

Si deve poi notare che, in base ai risultati dell’Algebra Lineare, essendo E(PO) una matrice
simmetrica

® essa ammette sempre tre autovalori reali
® essa ammette sempre una base di autovettori ortonormali

Dunque le direzioni principali sono ortogonali fra loro. Tuttavia possono aversi tre casi:

e 3 autovalori distinti: allora si hanno tre direzioni principali di deformazione fra loro
ortogonali;



e 2 autovalori distinti’: allora si avrd una direzione principale in corrispondenza
dell’autovalore singolo, e in corrispondenza dell’autovalore doppio un piano tale per cui
tutte le sue direzioni passanti per P, sono direzioni principali di deformazione™;

¢ 1 autovalore distinto: allora ogni direzione per F, ¢ una direzione principale di
deformazione, la cui componente principale ¢ il solo autovalore trovato.

Orientando il sistema di riferimento in modo che gli assi si sovrappongano alle direzioni principali
di deformazione il tensore delle deformazioni assume forma diagonale e si ha

g 0 O
3.18) PP'=%X(P)PP=|0 & O |BP
0 0 g

3.12. Invarianti di deformazione. Gli invarianti di deformazione sono gli invarianti del
tensore delle deformazioni. Queste quantita sono cosi dette in quanto non cambiano al cambiare del
sistema di riferimento. Si ha I’invariante lineare

I, =¢ +¢& +¢€,
I’invariante quadratico

1 1
y X _}/xz gx _;/X,V
12 - _ ! . 2 + 2 + | 2 :i(yxyz + 7/)612 + 7/y12)— (Exé‘y + gxgz + gygz)

PRAY gz _7zx gz N/ yx Ey

e I’invariante cubico

£ Vo/2 7./2
I, = 2= 1 —l( ‘rey 4 2)
3 }/xy €y 7/yz/ - gxgygz + 4 }/xy }/xz }/yz 4 gxyyz €y 7/xz gz 7)@
V2 7:[2 €

Gli invarianti risultano utili al momento della soluzione della equazione caratteristica del tensore
delle deformazioni. Infatti risulta

det(X—el)=&"-£’1, —dl, 1,

3.13. Stato di deformazione piana. Si dice che in P, si ha uno stato di deformazione
piana quando

? Uno dei due avra molteplicita algebrica due, come soluzione della equazione caratteristica del tensore, ovvero della
equazione det(X—£,1)=0.
* Questo piano & anche piano delle deformazioni (ciog si avra stato di deformazione piana) se e solo se I’autovalore a
molteplicita singola ¢ nullo.



3.19) Jil (Z(R))P:Pj = 0,VP

Dunque il piano passante per P, e ortogonale a i, detto piano delle deformazioni, ¢ tale che

comunque si scelga il punto P nello spazio, il relativo spostamento ¢ parallelo a tale piano.
Dimostro alcune proprieta dello stato di deformazione piana.

A) In F, si ha stato di deformazione piana, con piano

ortogonale al versore 71, se e solo se

3.20) FmlX(P)n=0

Infatti se si ha stato di deformazione piana con versore
ortogonale al versore  allora la 3.19 dice in particolare
che

)

Fn | (Z(P, )a)- m, Vi =0 < Fml (Z(P, i) =0,VA

N

dove si ¢ applicato il principio di reciprocita. Ma allora, data 1’arbitrarieta di 7, segue la tesi.
Viceversa se ammettiamo che Frit| (P, )Jit=0 e moltiplichiamo scalarmente per 7 abbiamo,

sempre usando il principio di reciprocita, che
F | (Z(P, )a)- i =0,Vn
che appunto ci dice che m individua nel piano a lui ortogonale il piano delle deformazioni.

B) Se = ¢ piano delle deformazioni relativamente al punto F,, allora la direzione ortogonale a m ¢

direzione principale di deformazione e la sua componente principale vale zero. Viceversa se una
direzione principale ha componente principale nulla, allora il piano a essa ortogonale ¢ piano delle
deformazioni. Infatti se si fa I’ipotesi del piano delle deformazioni, come conseguenza della 3.20,
possiamo dire che lungo m le deformazioni sono tutte assiali (¢ dunque s individua un asse
principale di deformazione) e che in oltre tali deformazioni sono nulle (e dunque la componente
principale di deformazione lungo 7 vale zero.

Mentre se si fa I’ipotesi della direzione principale con componente principale nulla, per la 3.17, e
applicando il principio di reciprocita, si ha ZZ(P0 )Jin=0, che & la 3.20, per cui il piano ortogonale a

m ¢ piano delle deformazioni.

C) In F, si ha stato di deformazione piana se e solo se il determinante del tensore delle

deformazioni vale zero. Infatti siano ¢g,€,,&; le tre

componenti principali: allora il determinante del tensore delle 3
deformazioni si scrive

detX =¢,¢6,¢, p
9 z
Allora se vale zero, almeno una delle componenti principali ¢ 15
nulla e dunque, per la proprieta B, si ha stato di deformazione / P
piana. Viceversa, se sia ha stato di deformazione piana, {

sempre per la B, almeno una delle componenti principali vale



zero, e dunque il determinante ¢ nullo.

D) La componente di scorrimento massima, per giaciture che siano ortogonali al piano di
deformazione, si ha quando F,P forma un angolo di 45° con le due direzioni principali del piano
stesso (vedi figura). La dimostrazione la si rimanda alla parte sui circoli di Mohr.

3.14. Componente sferica e componente deviatorica. Dilatazione

volumica e superficiale. Adesso scrivo il tensore delle deformazioni in un modo
particolare:

’

£ Yo !2 712

X

£ Vo l2 V.12

X

e 00
321) |y, /2 &  7./2|=|0 & O|+|y,/2 €  y./2
0 0 ¢

’

y 12 7,12 e y 12 y. 12 €

Z
dove si & posto

_EFE FE
3

€ , E.=E,—E, &, =€, &£ =£-€

Il primo tensore ¢ detto componente sferica; il secondo invece componente deviatorica. Ora
voglio dimostrare come la variazione di volume nel punto F, sia descritta della componente sferica.

Con riferimento alla figura la variazione volumica (relativa) nell’intorno di F, si pu0 scrivere

av _v-v, (a+ae)atae fatae)-a’

v, v, a’

3.22.a) =l+e \l+e Nl+e )-1=¢€ +& +€,
(1+e )i+e fi+e)-1=¢ +e, +e,

Per cui la componenete volumica del tensore si scrive

e 00 1Av/v0 0 0
0 & 0= 0 AV, 0
00 ¢ 0 0 AV/V,

Si puo allora dedurre che la componenete deviatorica descriva la
variazione di forma nell’intorno del punto considerato e rispetto al
sistema di riferimento considerato. In effetti infatti si vede come la
deformazione diventa tutta solo volumica quando ci si metta nel
sistema di riferimento individuato dalle direzioni principali di
deformazione.

Approfitto anche per indicare la variazione superficiale relativa per
la quale, con riferimento alla figura, si ha

’ + + _ 2
3oy dA_dA—da_a atNatae,)-a —(l+e )+e )-1=e +e
dA dA a’ ’ ’




3.15. Condizioni di congruenza interna. Sia dato un corpo deformabile occupante il
dominio Q. Dato uno stato di deformazione descritto dal tensore delle deformazioni

> =%(P),VPe Q

ci si chiede se il campo di spostamenti

—

3.23) 5(0)=S(P)+(P)PO+ @x PO

corrispondente sia una funzione differenziabile (e dunque in particolare continua). In caso
affermativo si dice che la congruenza interna ¢ verificata. Si evidenzia che la continuita del campo
di spostamento garantisce che, a deformazione avvenuta, non vi siano lacerazioni nel corpo.

Si dimostra che se Q ¢ semplicemente connesso, allora si ha congruenza interna se e solo se sono
soddisfatte le sei equazioni (le condizioni di congruenza interna appunto) seguenti

828)5 + 828}‘ _ azyxy

dy> x> oxdy

d’e. d’e. 9y,
>t 32 T )

0z ox 0x0z

azé‘y N azgz B azyyz

dz>  dy®  9dyoz

oO’e, 1%, _19°7, 197,

oxdz 2 dy’ 2 9dydz 2 oxdy

oO’e, 19°7,. 197, 10°7,

dydz 2 dx® 2 dxdz 2 Oxdy

2

azgz +1827/Xy :laznz +18 Y,
oxdy 2 9z 2 09ydz 2 0xoz

3.24)

Ponendo FQ =(dx dy dz)1a3.23si scrive come

dx dx £, ¥ 12 y.12)dx) (@dz—0.dy
dS(P)=X(P) dy |[+@x|dy |=|y, /2 €  7,/2|dy|+|-0di+twd|s
dz dz) \7.12 7,12 & )\dz) |ody-wdx

du Edx+y,dyl2+y, dz/2 ®,dz— . dy

dv |=|y,dx/2+& dy+y, dz/2 |+| —0di+0.dx | &

dw) \y.dx/2+y, dy/2+¢edz | \@dy—dx
du=ede+(y, 12—, )dy+y, /2d:+@,dz
dv=(}/Xy/2+a)z)dx+8ydy+(;/yz/2—a)x)dz
dw=(;/xz/2—a)y)dx+(7/yz/2+a)x)dy+€zdz



Allora se la funzione vettoriale S (P) & differenziabile abbiamo a secondo membro delle forme
differenziali esatte. Viceversa se a secondo membro abbiamo delle forme differenziali esatte, allora
il campo degli spostamenti ¢ differenziabile. Pertanto si ha congruenza interna se e solo se le
forme differenziali a secondo membro sono esatte.

Ma trovandoci, per ipotesi, in un aperto semplicemente connesso, la condizione di esattezza

coincide con quella di chiusura. Dunque si ha congruenza interna se e solo se le forme
differenziali a secondo membro sono chiuse, ovvero se e solo se sono valide le 9 relazioni

agx_a(yxy/2—wz) o€, 8(7ﬂ/2+w},) 8(7@,/2—(01) 8(7xz/2+wy)

. = =

2 9

dy ox 0z Ox 0z dy

8(7xy/2+a)z)_aey 8(7xy/2+a)z)_8(7yz/2—a)x) e, _8(7yz/2—a)x)
dy S oox 0z - ox T o0z dy ’

8(7XZ/2—a)y)_8(7ﬂ/2+a)x) 8(7xz/2—a)y)_agz 8(7yz/2+a)x)_agz
dy ox ’ 0z ox 0z dy

Se esplicito ciascuna equazione rispetto le derivate parziali del vettore rotazione si ha il sistema

do. _ de, iy, /2)

7 —

ox dy ox
aa)}' _ agx a(}/xz /2)

ox 0z ox
20, om,_3lp.12) a(p,12
dy 0z 0z dy
do, 02, 0ly,/2)

dy o0x dy
o, 00, _ oy, /2)_ oy, 12)
ox 0z ox 0z

dw, 8(9/}% /2) o€,

ox dy ox dy
00,  Je, N a(y./2)

dz ox 0z

dw, 0e, 3(7/},Z /2)

Z dy oz

Si vede che manca I’espressione esplicita di 3 delle 9 derivate, ma mettendo a sistema la 3°,1a 5° e
la 7° abbiamo



00, do, __dy.12) o, /2) o, _y.12)_olr,/2)
dy 0z dy oz ox dy 0z
do. dw Nr./2) ay,/2) 0. 0, dw do, aly,.12) ay,/2)
+—== - = + +—==0= =-— +
ox 0z ox 0z ox dy 0Jz dy ox 0z
G0, 90, __ Ay, /2)+ Ay, /2) do__3ly.12) 3y, 12)
ox  dy ox dy 0z ox dy

E cosi otteniamo tutte e 9 le derivate parziali delle componenti di @ . Allora adesso la condizione
necessaria e sufficiente per la congruenza interna si puo tradurre nella condizione che le componenti
di @ siano derivabili, ovvero le 3 seguenti forme differenziali siano esatte (e basta che siano chiusi,
visto che ci troviamo in un aperto semplicemente connesso):

19y, 197, 19y, O€, de. 197,
do, =| =D~ 20 ey | e Ty gy | S 2 e g
“ (My 2az]x(2ay 2z )0\ 2 [
de. 19y 19y, 1097, (ae 187/)
do =| —X—-———1%2 14 I I T 7 bt BN -2
“ (az 28x]x+( 2 ox +2 8z]y+ 8x+2 0z :
0 0 0 0
do, =| =2 L% Ny [08 107y )y (100 107, 1,
' dy 2 ox ox 2 dy 2 dx 2 dy

Imponendo la chiusura abbiamo le 9 equazioni

10%, _laz?’xy :lazyﬂ _828},
2 9> 203ydz 2 ddy ooz
1827/"1 _lazy)‘y = 8281 _lazyyz
20y0z 2 0z oxdy 2 oxoz
197, 9% 9% 197,

2 dydz 7 dy’ 2 dydz
82€x _lazyxz __lazyyl +laz7/x)’

dydz 2 0xdy 2 ox> 2 dxdz
d’e, 10%, _ d%e 19,

Z

32 2 0xdz  ox® 2 ooz
_lazyyz +lazy@' __azgz +laz7/xz
2 0xdz 2 97 oxdy 2 dyoz
828 . 1 azyxy _azgy ~ 1 azyxy

X

dy’ 2 oxdy  ox’ 2 0xdy
¢, 197y, 19, 19’y

X —

— + =
dydz 2 0xdz 2 ox° 2 9xdy
o’e, 197, 197, 1%,

0xdz 2 dydz 2 dxdy 2 9>




Le equazioni 1 e 9 sono uguali, cosi come le equazioni 2 e 6, 4 e 8. Riordinando le 6 equazioni che
restano, portando cio¢ a primo membro le derivate delle componenti di dilatazione, si conclude che
condizione necessaria e sufficiente affinché si abbia congruenza interna ¢ che siano soddisfatte le 6
equazioni

%, _ 19, +l(yyﬂ+a%%}

oz 2 dy* oxdy  dydz
8281 1 az +l azyxz +827/)’Z
0xdy 2 g dydz  dxdz

+ e
dy> 9z dyoz

a28x _ 1 a }/}Z +l azyxz +az7/x}'

oyoz T2 o 2| dxdy  dxoz
d’c. d’c. _9d%y,

+ —_ XZ
dz>  ox*  oxoz
828}, e, azyx}

oy oxdy

¢, d’¢, 9y

che sono proprio le 3.24.

3.16. Condizioni di congruenza esterna. Supponiamo che il corpo deformabile sia
vincolato a dover trovarsi al di sopra di una superficie ¥ di equazione esplicita

‘P:z=f(x,y)

Se allora consideriamo il generico punto P, :(x,,y,.z,) del corpo deformabile, abbiamo che deve
essere soddisfatta la condizione

o+ w(B)2 o +u(B).y, +v(B)) =
= df[xg yosu(P)r(P )]+ ol () 42 (B) )=

- W) ) Fwn) ) of () 2 (R)

dove si intende che il vettore (u(PO ),v(P0 ),w(P0 )) rappresenta lo spostamento che subisce P, a

seguito della deformazione. Si vede che la equazione della superficie si ¢ espressa attraverso il suo
differenziale e il relativo infinitesimo di ordine superiore rispetto allo spostamento di F,. La

condizione di cui sopra si scrivera poi semplicemente

325) w(py)2 LL020) (p ), Fl0o)

ox ox "%



con approssimazione tanto maggiore quanto piu piccoli sono gli spostamenti. Da notare che questa
condizione equivale a imporre che il punto F, resti, a deformazione avvenuta, al di sopra del piano

tangente a ¥ in (xo, Yo 2o ). La 3.25 & un esempio di condizione di congruenza esterna.



Capitolo 4. Deformazioni e Circoli di Mohr

4.1. Stato di deformazione generico. Per i circoli di Mohr relativi alle deformazioni

1 | l;,
1
// Zln
// —
d b,
Pz a LS 2 p 2
2 B P ! .
¢, BN
3 3 !
i /|
! 3
“/l—?
& & 2
2
B
& &
2
& &
2

valgono tutte le considerazioni fatte per gli sforzi, basta sostituire ¢ con £ e 7 con ¥/2. L’ unica
questione da capire ¢ quale convenzione assumere per definire uno scorrimento positivo. Perché
I’analogia funzioni si deve assumere positivo quello scorrimento angolare causato da una tensione
tangenziale assunta positiva secondo la convenzione nota (vedi circoli di Mohr per stati tensionali).
Per intenderci, con riferimento alla figura, y, ¢ positiva se I'asse ¢, e 'asse ¢, sl avvicinano a



seguito della deformazione. Infatti se avessimo una 7,

c

., bositiva, questa dovrebbe essere tale da

imprimere una rotazione oraria (rispetto all’asse 1) della materia sottostante la giacitura individuata
da c¢,; ma in questo caso I’asse ¢, tenderebbe a ruotare in senso orario (rispetto 1’asse 1) mentre

I'asse ¢, tenderebbe a ruotare in senso antiorario (si pensi infatti all’azione di 7, . ). Dunque

appunto i due assi si avvicinano.
Ci0 posto valgono (sempre con riferimento alla figura) le seguenti considerazioni:

1) Considerati tre assi ortogonali £,77,{ centrati in P si ha che I’insieme dei valori assumibili dalla
coppia (6‘5, Yen / 2) ¢ dato dal luogo dei punti dell’area evidenziata in figura. Il punto (85, Yen / 2) va

sopra quando I’asse & ruota in senso orario, rispetto all’asse ¢ . Altrimenti va sotto.

2) 11 valore massimo dello scorrimento lo si ottiene nelle direzioni ortogonali b, ,b,, quando sono a
45° rispetto agli assi 1,3.

3) 1l circolo fra &,, &, consente di descrivere lo stato di deformazione sul piano 1,2. 1l circolo fra

£,,&, permette di descrivere lo stato di deformazione sul piano 1,3. Il circolo fra &;,&, permette di
descrivere lo stato di deformazione sul piano 2,3.

4.2. Stato di deformazione piana. Diciamo che il piano delle deformazioni sia il
piano x, y. Su tale piano fissiamo i due assi orientati ortogonali n,m, come in figura. Allora a

partire dai tre valori € ,€ .7, / 2 ¢ possibile costruire il cerchio di Mohr rappresentato in figura il
quale permette di avere &,,¥,, /2 al variare dell’angolo ¢. I parametri del circolo di Mohr sono
elencati in tabella'. Si consideri che il punto €V / 2 va posto sopra o sotto seguendo la regola
illustrata nel precedente paragrafo. Tale regola la si applica anche agli altri assi.

2 2
. £ —¢€, .
Raggio R= | —2 | 4|2
£ +E,
Centro C= 5 =,0
£, +E,
f=———+
Componenti principali
£, +E,
g, = —
2
o = —arctan( Vo J
Direzioni principali €&,
V1
®, = E T

' L’angolo @, ¢ quello che individua la direzione principale di componente principale &,;. Discorso analogo per

I’angolo @, .



Tensione tangenziale massima —Vuax =R

<

£, 7

2
3 i 3
m 3
—
7}1]1‘! x ¢ \_>
2 X n
7)” /‘\

&

€ k € € e e

F &
=
Il

7}(_)’
2 \_/
E +E
g = ~+R
2
£, +E,
g, = —
2

Inoltre si aggiunge che anche per lo stato di deformazione piana valgono le considerazioni fatte per
1 circoli di Mohr del generico stato di deformazione. Cio¢ si avranno anche in questo caso 1 tre
circoli con il campo di valori assumibili da &,¥/2 con due circoli passanti sempre per I’origine

degli assi.



Capitolo 5. Lavoro di deformazione delle forze interne e
Teorema del Lavoro Virtuale

5.1. Lavoro di deformazione delle forze interne per unita di volume. 11
lavoro di deformazione delle forze interne per unita di volume, relativo al punto P, si definisce
come il limite

¥

%
*

dove AL ¢ il lavoro fatto dalle forze interne nella
deformazione del volume AV . Si intende che AV tende a
zero contenendo sempre il punto P . Si dimostra che il lavoro
per unita di volume, relativo al punto P, che le forze Fi
interne realizzano durante la generica deformazione ¢ dato da ¥

o7

5.1) dL(P)=[(o,(P)de,(P)+0,(Pde, (P)+0.(Ple,(P)+ o, (Pdy, (P)+ o, (Pde, (P)+o, (Plde, (P)

4

dove si intende che ¥ ¢ una curva a 6 dimensioni le cui coordinate sono le 6 componenti di
deformazione. Essa indica il variare delle componenti di deformazione in P nel corso della
deformazione. La deformazione la si intende come una sequenza qualunque di piccole
deformazioni.

Infatti si consideri un punto P del solido e il volume sferico di raggio R intorno a esso. Allora il
lavoro che le forze del corpo stesso, agenti sulla superficie della sfera, fanno nella deformazione

della sfera, € dato da -
I@m) e

At
52)  L(P)=[[i(Q.i)-¥(Q)asd: ¢

05 = -

L NG
essendo ¥(Q) il valore del campo di velocita in Q, S la R a v
superficie della sfera e Ar il tempo nel quale si realizza la P\,
deformazione. D’altra parte si ha & i
") 4D@) _dE(PIPG)_d(=(p)R(Q)i(0)
- = = 5
dt dt dt X

Portare fuori dalla derivazione il tensore delle deformazioni pud non essere giustificato in generale,
perché qui sto tentando di calcolare il lavoro fatto durante un percorso di deformazioni, cio¢ durante
una sequenza di piccole deformazioni, non una singola piccola deformazione. In questo caso
allora devo considerare la possibilita che varino le componenti di deformazione in P, al passare del
tempo (adesso aggiungerd, anche simbolicamente, la dipendenza delle componenti di deformazione
dal tempo).

Per rendere piil facile la trattazione dico che il sistema di riferimento RI'(£,77,¢)in cui ci troviamo,
¢ orientato secondo le direzioni principali di deformazione. In questo caso infatti, secondo quanto
visto nel paragrafo 3.14, la deformazione ¢ esclusivamente volumica e la derivata nel tempo di 7 &

nulla (il vettore PQ cioe si allunga o si accorcia, ma non ruota rispetto gli assi). Dunque si ha
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10)= "D g)io) x(p R

ma anche dR(Q)= £, (P,t)R(Q), essendo n la retta orientata dall’omonimo versore, dunque

:(Q) = MR(Q);&(QH Z(P,t)‘sn(L)ﬂQ)

dt )

Sostituendo nella 5.2 si ha

£(r)= [ftear{ “EFD kioyito) s (= Cig) asai-

dt

- Aj J’ 7(0,i)- [M R(Q)ﬁ(Q)dedt + Aj J’ 7(0,i)- (Z(P, t)w ﬁ(Q)] dSds

Adesso osservo che, per la ipotesi delle piccole deformazioni, il secondo integrale pud essere
considerato trascurabile’ rispetto al primo in quanto in esso compaiono termini di secondo grado

rispetto alle componenti Er € Ers (si ricordi che per la 3.13 si ha ¢, =8§n§2 +.‘5‘,7n,72 +€;n;2).

Dunque

()= [t “ELD rigyi(o) asas - [ [ riopito) L rio)ito) asa

) dt dt

Esplicitando tutto ho

.y [0:0) o.,(0) o.(0) n:(0) g(Pt) 0 0 n:(0)
0, Q)| m(@)|—| 0 g(Pr) 0 |nl(0)R(Q)dSdr
O-ns“(Q) O, (Q) ”g(Q) 0 0 gs“(P’t) ”g(Q)

Si osservi che non ho ammesso che le direzioni principali di deformazioni siano anche direzioni
principali di tensione, perché voglio che questa dimostrazione valga per il generico corpo
deformabile (e non sotto le ipotesi restrittive di elasticita, che vedremo in seguito).

Adesso, siccome 1’espressione che devo ottenere si deve riferire al sistema di riferimento generico
RC(x,y,z) ho bisogno di esprimere il lavoro in funzione dei tensori delle deformazioni e delle

tensioni relativi a tale sistema di riferimento. Ebbene, se chiamo M la matrice le cui colonne sono
le coordinate della base di RI" rispetto RC ho

e 0 0)¢ e €, & %
M| O € O0|n,||=|€, €& E&.|Y ||VO&
0 0 & )¢ o E. &, & )z,

' Non sono convinto di questo perché nell’altro integrale abbiamo le derivate nel tempo delle componenti di
deformazione, e non le componenti di deformazione. Ma se non faccio cosi non so come fare!
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Yo |=| €y & &Y VO &

n Xy y vz
0 0 ¢ ¢ z 0 E < V2 f z 0
& 0 0 & &, E&.
_ T
0 ¢ 0|=M|e, € &£, M
0 0 ¢ ¢ £, v £

Dove ho considerato che I’inversa di una matrice ortogonale (¢ M ¢& una matrice ortogonale, in
quanto ¢ la matrice di passaggio da un sistema ortogonale a un altro) ¢ uguale alla sua trasposta. Lo
stesso risultato vale per il tensore delle tensioni e dunque (tralasciando di scrivere le dipendenze da

P,Q,t) abbiamo

At 6, 0, O, g £, xy xz ne
L(P)=[[|M"|o, o, o, M|n, || MT% e, € €, |M|n, |RdSdt=
05 o, O, O, ng E. E,. E. n
T
At ., d €, gxy € 1 . o, O-xy o, Re
= ! [|m e, & e M, || Mo, o, o M|n, R(Q)Sdi =
s E. £, E. n c. 0, O, ng
T
|y £, &, &, e ) o, 0, O, e
= ! ! & & exMn, || MMT o, o, o M|n, R(Q)dSdt =
E. €, €, n, c. o0, O, n,
T
a | T d & &, &0, 0, O, N
=[[|n, | M7 & & &0, o o Min, |RQ)dSd =
L . £. €. € )\o. o, o, ng
=[[|n, | M"|&250, €0, &0, M|n, |R(Q)dSdt
"’ ng £3;0;, €30, €30, ne
N ‘f‘lﬂi O ‘.911' 0, f'lj O3 m,n,
= .[J-(nkmlk 1, .My nkm3k) £2j0; €20, &2j0; | My,n, R(Q)det =
. . . . ns,n,

€3j0; &30, &30
&1j o ,m,n,
At .
= jj(nkmlk My, My, ) €25 0 ;my,n, R(Q)dSdr =
0s

€3j 0 ;myn,
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At

= .[J-nk mlk gl/ (P t) (Q)mihnh(Q)R(Q)det

Adesso introduciamo le consuete coordinate polari rispetto al sistema di riferimento x,y,z.
Considerando che dS = R*(Q)sin(@)de@d si ha

At

= J-.[nk mlk gl/ P t) (Q)mihnh (Q)R(Q)RZ(Q)Sln(qpylwgdt

Adesso divido per il volume della sfera e effettuo il limite per AV — 0. Abbiamo

At

[ [ @)y £4(P.0)o, (@)m,n, (Q)R(Q)R (Q)sin(ph it
dL (P)= lim 25 =

AV —0 47[ X
?R Q)
= % jjnk (Q)m[k :;‘ZJ (P, t)O'ﬁ (P)mmnh (Q)sin(q))dqxzedt

Adesso scriviamo l’integrale di cui sopra come l’integrale di una forma differenziale nelle 6
variabili definite dalle componenti di deformazione, in modo da eliminare 1’integrazione sul tempo:

dy(p):% [ [n,(QIm, xde, (P)o, (P)m,n, (Q)sin(p)die

Otteniamo cioe¢ l’integrale di una forma differenziale con ¥ che rappresenta una curva di 6

dimensioni la quale descrive 1 valori assunti in P dalle sei componenti di deformazione mentre
avviene la deformazione. Riscrivendo:

my de, (P )611‘ (P )mih ny (Q )nh (Q) sin ((D)d pd6 +

n—,

dL (P):ij +m1kd€12(P)62;(P)m ny (Q)nh(Q)Sin(¢)d¢d9+ =

e,

n,(Q)n, (Q)sin(p)d g6

+my, de,, (P )631‘ (O)mih

U e—y

; 3
5.3) dL (P) = Ej(m/kdgn(}))o-u (P)mihlkh +my, de, (P)O-Zi (Q)mihlkh +my, d€ (P)O-3; (Q)mihlkh)
7

Adesso calcolo 19 integrali [, al variare degli indici:

2r & 2r @

I, = j Inl nl ))sin(@)depd 6 = j jsm )cos(8)sin(¢)cos(8))sin(¢)dpd 6 =
6=0 9=0 6=0¢=0
= Zf .Tcos 0)sin’ (¢)dpd 6 = fcosz(e)( ]Esin3((o)d¢]d0:
6=0 p=0 6=0 =0
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_4 9+sm(0)cos(0)|2” 42 _4rm
3 2 , 32 3

2r @

f T (n, (@), (Q))sin(p)dgd6 = [ [(sin(p)cos(6)sin(p)sin(6))sin(p)dpd6 =

6=0 =0 6=0 =0
2r @ 2 4

= J- J-snl cos( )Sll’l ( )d¢d9 J- Sln(e)COS(e{ J-Sin3(¢)d(0
6=0 p=0 6=0 #=0
4% 4 sin 2(0) 2”

:g.[sm(e)cos(ﬁ)de—g.[sm 6)d sin(8)= 3

6=0 6=0

2r

2

}w:

3

0

:i(sinz(%r)_ sin*(0)

2 2

La=| J0n(@n(0)sin(phgio = [ [(sin(p)cos(6)cos(p)sin(p)dio -

6=0 p=0 6=0 p=0

= Tcos(@)[ Tsin2(¢)c0s(¢)d¢}d6’ 2fcos )( ]E @)d sin( J 0=

@=0

6=0

2r

( cos(e)(%(@]:de - 2j cos(e)(““;(”)Ide -0

J-o

I = T(nz(Q)nl( )sin(p)dgd6 = | [(sin(p)sin(6)sin(p)cos(8))sin(p)dpi6 =

=0 =0 6=0 ¢=0

2r

0=0 p=0 6=0
2 4

= [ sin(6)dsin(6) [sin*(p)dp=0
6=0 =0

2r @

T

=0

= ]isin(e)cos( )sm ( )d(pd& jsin(@)cos(&)d@ .[sin3((o)d¢=

I, = T(nz(Q)nz( )sin(p)dgd6= | [ (sin(p)sin(6)sin(p)sin(6))sin(p)dgd6 =

=0 p=0 6=0 ¢=0

2

2r @

=0 p=0 6=0 =0
2z

6=0 p=0 6=0 9=0
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2r 2r

131—.[ .[n3 nl ))sin(@)dpd 6 = .[.[cos )sin(@)cos(8))sin(¢@)dpd 6 =

6=0 p=0 6=0 p=0

= jcos )do jcos sin’(p)do =0

=0
2r 2r 7

32—J- .[n3 n2 ))sin(@)depd 6 = j jcos )sin(@)sin(8))sin(p)dgd 6 =
6=0 p=0 6=0 =0

= j sin(0)d 6 Icos sin’(p)dg =0

6=0 @=0

2r 7 2r &

133—j .[n3 n3 ))sin(@)dpd 6 = .[ .[cos )cos(¢))sin(@)dpd 6 =
6=0 =0 6=0 ¢=0

—j jcos sin(@)dpd 6 = Idé’ Icos @)sin(p)dp=-2x ]Ecosz((p)dcos((p)z

6=0 =0 =0  ¢=0 9=0

3 7 3 3
— o7 cos’(p) P :_27;(_1_1):4_7[
3 o 3 3 3 3 3

Sostituendo nella 5.3 abbiamo

mlldgll( ) Oy (P)m +mzzd€11( ) (P)miz +ml3d€ll(P)O-li(P)mi3 +
54) dL (P) = _[ + mnd‘gzz( ) ( )mn + mzzd‘gzz( )0-2; (P)miZ +myde), (P)O-Zi (P)mi3 +
"\ +m,de, (P) ( )mn +my,de (P)G3i (P)miZ +myde, (P)O-3i (P)mn

Sviluppando la prima riga dentro I’integrale abbiamo

mndgn(P)Gu (P)mn +m/2d€/1(P)Gu (P)miZ +mz3d€/1(P)O-u (P)mm =

= mndgn(P)Gn(P)mn +m11d€11(P)612 (P)m21 +m11d‘911(P)0-13(P)m31 +
+m21d821(P)0'“(P)m“ + m21d€21(P)0'12 (P)mZI + m21d€21(P)0'13 (P)m31 +
+m31d831(P,t)0'11(P)m“ + m31d€31(P,t)0-12 (P)m21 +m31d831(P’t)0-13 (P)m31 +

+ m12d‘911(P)O-11(P)m12 + mlzdgn(P)Gu (P)mzz + mlzdgn( )613 (P)m32 +
+m22d€21(P)611(P)m12 +m22d€21(P)612( )mzz + m22d€21( ) ( )m32
+m32d€31(P)611(P)m12 + m32d€31(P) 12( )mzz +m32d€31( )613(P)m32

+ m13d€11(P) (P)m13 + m13d€11(P)612 (P)mz3 + m13d€11(P)0'13 (P)m33 +

+m23d€21(P) (P)m13 +my,de, 1(P) 2(P)mz3 +m23d821(P)013(P)m33 +
+m33d€31(P) 11(P)m13 +m33d€31(P)0'12(P)m23 +m33d€31(P)0'13(P)m33

E raccogliendo opportunamente troviamo
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mlldgll(P)o-li(P)mil +m12d€ll(P)o-li(P)mi2 +ml3dgll(P)O-li(P)mi3 =

)
Q
=
3
E
+
E
E
+
E
E
g

P)(m21m21 +my,m,, +mysm,, )+
(m21m31 + My, My, + My, )+
(m31m11 +my,my, +mym,, +)+

+de,, (P 0-12(P)(m31m21 +my,m,, +m33m23)+
(P)

Adesso ricordiamo che la matrice M ha come colonne (e dunque come righe) versori fra loro
ortogonali. Pertanto quanto sopra si riduce a

mlldgll(P)Gli (P)mil +mzzd€z1(P)61i (P)miz +ml3dgll(P)Gli (P)mi3 =
:dgn(P)Gn(P)"'d€21(P)612(P)+d€31(P)0-13(P)

Procedendo in modo analogo per la 2° e la 3° riga dell’integrale in 5.4 si ha

mndg/z(P)Gzi(P)mn +m12d€IZ(P)62i(P)mi2 +m13d€12(P)62;(P)m;3 =
= d€12(P)621(P)+dgzz(P)Gzz(P)"‘d€32(P)O-23(P)

my,de; (P’t)gy (P)mn +my,deE (P,t)gy (P)miz +myde, (P)Gy (P)mi3 =
= d€13(P)G31(P)+d€23(P)G32(P)+d€33(P)0-33(P)

Ricomponendo tutto nella 5.4 si ha la tesi:

dé‘“(P)G“( )+d€21( )O-IZ(P)+d€31(P)O-l3(P)+

dLi(P):j +d‘912(P)O-21( )+d€22(P)O-22(P)+d‘932(P)623(P)+ =
g +d‘913( )631( )+d‘923(P)U32(P)+d€33 P)O'33(P)

de,\(P)o,, (P)+ de,(P)o, (P)+ dey(P)oy, (P)+ 2de,, (P)o, (P) + 2de,, (P)oy (P)+

J; (+ 2a?€32 0'23(P)+ ]

=[(o.(P)de,(P)+ 0, (P)e,(P)+ 0. (P)e. (P)+ o, (Phiy, (P)+ o (Ple,.(P)+ o, (P)e,(P))

Si sottolinea che questa formula vale per il generico corpo deformabile, senza ipotesi particolari.
Si vedra nel capitolo successivo come sia possibile calcolare questo integrale sotto certe ipotesi
sulla natura del corpo.

5.2. Teorema del lavoro virtuale. Dato un corpo continuo e deformabile, dico sistema
di spostamenti virtuali qualunque campo di spostamenti congruenti (cio¢ tali da non lacerare il
corpo, ovvero tali da generare deformazioni che soddisfino le 3.24). Il relativo sistema di
deformazioni ¢ definito come un sistema di deformazioni virtuali.
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Dato la generica sollecitazione F(P), p(P) (forze di volume e forze di superficie rispettivamente)

agente sul corpo e il generico sistema di spostamenti virtuali §(P), definisco lavoro virtuale
esterno relativo alla sollecitazione data la grandezza

55)  L,=[F(P)-S(P)av + [ p(P)-S(P)aw

dove si intende che il corpo occupa il dominio Q di frontiera dQ =¥ . Si sottolinea che il lavoro
virtuale esterno non e, in generale, coincidente con il lavoro che le forze esterne

realizzerebbero in corrispondenza a un sistema di spostamenti S (P) (vedi in merito il Teorema
di Clapeyron).

Nelle condizioni di cui sopra, assegnato un sistema di deformazioni virtuali ;> diremo lavoro

virtuale interno relativo a E;> la quantita

e

56) L, j (o;sx +0,E,+0.E +T ¥ +T. V. +T.7,. )dV

Q

Si sottolinea che questo non ¢ il lavoro che le tensioni realizzerebbero in corrispondenza a un
sistema di deformazioni pari a quello virtuale.

PN

Il teorema dei lavori virtuali asserisce che, se il corpo ¢ in equilibrio con la sollecitazione
esterna, allora sussiste la eguaglianza

57 L, ij?@dv+ J';'EdS :J'(crxgx +0,E +0.E +T Y +T. V. +T.7,. )dViLw
Q oQ Q

per qualunque sistema di spostamenti virtuali (con relativo sistema di deformazioni virtuali).

La dimostrazione consiste nello sviluppare 1’espressione del lavoro virtuale esterno. Sappiamo che,
con la sollecitazione data, il corpo ¢ in equilibrio, allora devono valere le equazioni indefinite
dell’equilibrio (1.15, 1.16) che riscrivo esplicitando le forze:

do, 97, dr__ 90y

F__ X _ o Xz

! ox dy oz ox;
Jr, do, 0T d0,;

px = O-xnx =+ Txyl’ly + sznz = O-ljnj

F=—-—-—== p.=T.n +on +T.n =0,n,
y ax ay aZ axj y yxvx Yy yz''z 2j7
p.=T.n +T.n +0o.n =0,n,

82' aTZy a 80'3]- z o' x 'y 'z JYj

F = — X —_ z =
: ox dy 0z ox;

L’espressione del lavoro virtuale esterno in forma indiciale si scrive

L,= J.(qu +Fyv+ sz)dV + J.(pxu +p,v+ pzw)aﬂl’ = J.FiuidV +Ipiuid‘l’
v Q v

Q
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Sostituendovi le condizioni di equilibrio abbiamo
/R i

e =—j%uidv+ja nu,d¥

Applicando il teorema della divergenza al secondo integrale ottengo

00.. 0 00.. , 4
L, =[S0 uav+| o, ’)dV j[ ui+iui+0ij%}dv:jaij%dv:
anj 2 8xj axj 8xj 8xj : 8xj
1 u ou 1 ou
=< 0,40, |y = [~ 0, S L \av
£2(O-” axj T ox } ;[2( Y ox T ox J

Ma se il corpo ¢ in equilibrio allora il tensore delle tensioni ¢ simmetrico e dunque

.[ i 2(8x ”' JdV .[O-Iigijdv =L,

Q

Sottolineo ancora che questo teorema e stato dimostrato per il generico corpo deformabile in
equilibrio, senza particolari ipotesi (elasticita o altro).

5.3. Teorema del lavoro virtuale per corpi rigidi. Il corpo rigido si pud pensare
come un tipo di corpo deformabile in cui le deformazioni sono talmente piccole da essere nulle;
dunque il teorema dimostrato deve valere anche per i corpi rigidi. Ma con deformazioni nulle si ha
che in un corpo rigido in equilibrio meccanico con una data sollecitazione esterna il lavoro
virtuale esterno della stessa sollecitazione ¢ nullo per qualunque sistema di spostamenti
virtuali.

Ma la cosa interessante ¢ che si puo dimostrare anche che se per un corpo rigido e una
sollecitazione esterna il lavoro virtuale esterno ¢ nullo per ogni sistema di spostamenti

virtuali, allora il corpo ¢ in equilibrio meccanico con quella sollecitazione.

Infatti consideriamo il generico sistema di spostamenti virtuali rigidi

—

5(P)=5(0)+ @x 0P

dove O, P sue punti solidali al corpo e @ ¢ il vettore rotazione. Si osserva che questa e la formula
approssimata di uno spostamento rigido, tanto piu precisa quanto piu piccolo e¢ ’angolo di
rotazione. Data allora la sollecitazione F(P), p(P) il lavoro virtuale esterno si scrive
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Q

S‘(o)-(iﬁdv+£ﬁd¥}+@-(](ﬁ(}>)x0—z>)dv+£(13(P)><0—P)w¥]

dove ho permutato due volte ciascuno dei due prodotti misti. Ma se, per ipotesi, il lavoro virtuale
esterno deve essere nullo per qualunque campo di spostamenti virtuali, allora necessariamente le
quantita in parentesi debbono annullarsi, cioe deve aversi

jﬁdv+j,3dqf=o
Q g

[(E(P)xPOJav + [(3(P)x PO = 0

Q

Ma di queste due equazioni la prima indica I’annullamento della risultante della sollecitazione e la
seconda I’annullamento del momento totale della sollecitazione rispetto al polo O . Ne segue che il

corpo rigido ¢ in equilibrio, se soggetto alla sollecitazione F (P), p(P).
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Capitolo 6. Elasticita

6.1. COl’pO elastico. Un corpo si definisce elastico quando la forma differenziale
6.1) dL=0,(P)de, (P)+o,(P)de,(P)+0,(P)de, (P)+0o, (P)dy, (P)+0o, (Ple, (P)+0o, (P)de, (P)

¢ esatta, ovvero quando il lavoro interno di deformazione per unita di volume calcolato nel
paragrafo 5.1 come

dL(P)= [(o,(P)de,(P)+0, (Pde, (P)+ 0. (P)de. (P)+ o, (Pdy, (P)+ o, (P)de, (P)+o, (P)e,(P))

e quindi anche quello relativo a tutto il corpo, dipende solo dalla configurazione iniziale e da quella
finale, e non dal percorso di deformazione seguito.

6.2. Potenziale elastico. Assegnato un corpo elastico, diciamo suo potenziale elastico la
primitiva del lavoro interno di deformazione per unita di volume. Si tratta di una funzione a sei
variabili comunemente indicata

62) ®=dle.e.6.7,.7..7,)

Dati due stati di deformazione A, B del corpo, sussiste allora la relazione

B
®(B)=d(A)+ | (0.de, +0 de, +0.de, +7 dy, +7.dy, +7,dy,)

A

Se in particolare si prende come stato iniziale lo stato a deformazione nulla si avra
B

®(B)=®(0)+ j (0.de, +0,de, +o.de. +7 dy, +7.dy, +7,.dy,)

0

Per definizione di primitiva sussistono poi le 6 relazioni

O-X(EU):? ay(gii):% GZ:%
6.3) : } z
Ty (gzji )= BCID(gU) Ty (gz;):w T, (51;;)= aq>(gij)
ayxy ayxZ aj/yz

dalle quali si evince che la conoscenza del potenziale elastico permetterebbe di ricavare dei legami
fra sforzi e deformazioni.

6.3. Corpo elastico lineare. Lo sviluppo di MacLaurin (cio& avente come punto iniziale lo
stato a deformazione nulla, cio¢ quello stato in cui le sei componenti di deformazione sono nulle)
del secondo ordine del potenziale elastico porge
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Dle, e,.6..7,7007,.)= D0+ d0(0.)+ 1200, ae)+of o7 e w2247, 477 47,7

dove
ch)(O,E)Zaob(o) x+ac1>(o)gy+ac1>(o) Z 0®(0) . acb(o)yxﬁa@(o)yﬂ
o€, o€, Jde.  © 9y, )
0°®(0) 0°®(0) 0°®(0)
d*®(0,¢)= + +
0.2) J€ Je, Eufs 0€,0€, £y de de Exbs
0°®(0) 0°®(0) 0°®(0)
+ €X7/X X4 XZ €X7/‘Z +
agxa }/xy ’ agxa }/xz a gx a }/yz ’
+azq>(0)g . +azq>(0) . 9°®(0) -
dede, * 7 dede, 77 dede, T
2®(0) 9°®(0) , 9°®(0) y
dedy,, 7 odeQy,. T odgay,. "
0°®(0) 0°®(0) 0°®(0)
& £, EE
dede, © " dede, © 7 dede. T
9°®(0) 9°®(0) 9°®(0)
+ £, 817/XZ+ 817/Z+
0€.07,, T 0e.0y,. dedy,. 7
0°®(0) 9°®(0) 0°®(0) -
dy,de, "7 " dy,0e, T T dy,0€. £
oe0) L Y0 00
07,07, " 0,0y, 7T 9y,dy,. T
9°®(0) 0°®(0) 0°®(0)
+—7/XZ€X +— XZ +—7XZ€Z +
9y, 0€, 07,.0¢, Y0y 0€,
0°®(0 0°®(0 0°®(0
—() xz 4 xy —() Xz 4 X7 + A yxz 7/)'1 +
97.:97,, 97..97. 97..97,
0°®(0) 0°®(0) 0°®(0)
+ 1 Ex 7/yZ€y + 7yZ€Z +
0¥,.0€, d¥,.0¢€, d7,.0€,
9°®(0) 9°®(0) 9°®(0)
87/ a}/ yz / xy 87/ 87/ 7/)'z7/xz +a}/ a}/ 7/)'z7/yz =
yz xy yz Xz yz ¥z
_an>(0)€2+an>(0)€ , 9°®D0) ., 0*®0) , 0*®(0) 7y 9°®(0)
dede, ©  dede, T dede. T 9y, 0y, " 0y.07. "  07.97.
2 2 2 2 2
+2—a cp(()) £E, +2—a cp(o) EE +2—a (I)(O) EY. 2—a cp(o) £y, +2—a (I)(O) £y, +
dede, * 7 dede. T dedy, T dedy, T 0edy, T
2 2 2 2
10 @(0) v z+28 @(0) | x,+2a @(0) | H+za c1>(0)€y7Jr
dede. * 7 odedy, Y dedy. T odgady, "

48




2 2 2
+2 J cp(()) £, +28L%O)gzyxZ +28L(0)519/Z +
de.9y,, Y 0e,07,, de.0y,. y
2 2
+ Zal(o) oV + Zm - ;/yz
a}/xya}/xz a}/xya}/yz
2
s 9°®(0) .
a}/xza}/yz

Ora si dice che il corpo elastico ¢ lineare se

¢ il potenziale elastico della configurazione indeformata vale zero
¢ se le 6 componenti speciali di tensione relative a tale configurazione sono nulle
e se il resto del secondo ordine dello sviluppo di McLaurin é trascurabile

La seconda condizione, in base alle 6.3, comporta che il differenziale del primo ordine del
potenziale elastico sia nullo. Considerando questo e le altre due condizioni concludiamo che
1
6.5) d)(ex,gy,ez,yxy,yxz,7/yz):§d2<b(0,Ae):
2 2 2 2 2 2
:l(a ®0), 2, 700, 2, 3°(0) >, 7P(0) . () - 32®(0) 7xz2}+

2\ 0e0e, © dede, © dede, T dy,dy, " 07,07, 07,.97..
2 2 2 2 2
L9 cp(o)gxa 9°®(0) P 9°®(0) ey + 9°®(0) ey + 9°®(0) "
dede, 7 de0e, dedy,, 7 0£0Y, 0e 9y,
2 2 2 2
’20), , S0, Te0), Fe0),
J€,0¢€, 0€,07,, 0€,07,. 0€,07,.
9°®(0) 9°®(0) 9°®(0)
+ EY, +———EY. + £y, +
agz a 7/xy ’ agza }/xz agz a 7/)‘1 ‘
o), o)
9,97 7T 9y, 9y, T
0°®(0)
a }/xz a }/yz R

Riconsideriamo ora le relazioni 6.3 e calcoliamole alla luce della 6.5. Calcoliamo per esempio la

prima. Si ha

) 02(e;) _a(4d>®(0,¢))
o€, o€,
2 2 2 2 2 2
0 cp(o)zgx L0 <I>(0)gv+8 c1>(0)'S L0 ®(0) - 0°®(0) - 9°®(0) o
dede, ' dede. © dedy, " dgdy. " dgdy,. "
2 2 2 2 2 2
0 c1>(0)‘g L0 c1>(o)‘g L9 CI’(O)g L0 ®(0) L9 ®(0) L0 ®(0)

de’ ' oeode, T dede © dedy, " dedy, " dedy, "

Gx(é‘ij
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Sviluppando anche le altre 5 relazioni si perviene al seguente legame fra componenti speciali di
tensione e di deformazione:

6.6)
°®(0) 9°®(0) 0°®(0) 9’®(0) 9*®(0) 9°P(0)
de’  0g0de, 0e0de, 0£0y, 00y, O0£0Y,

°®(0) 9°®(0) 0°®(0) 9°®(0) 9*®(0) 9*P(0)

o, o€ o€, agj dede, 0£dy, 0€0y, 0€07, |&
o, °®(0) 9°®(0) 0°®(0) 2°®(0) 9*®(0) 9*®(0) | &
O, | | 0e.0e, 0dede, e’  0£0y, 0€0y,. O£y, |E
r, | | °@(0) 9°®(0) 9°®(0) 9’@(0) 0’®(0) 9°®(0) | 7,
r. 07,0¢, 07,08, 07,0€, ayxyz 07,,07.. 07,97, 7.,
. 9°®(0) 9°®(0) 0°®(0) 9°®(0) 9*®(0) 9*P(0) 7.

© | 9r.0e, 9y.0e, 9yde. 9y dy, Iy 1.9V, |

°®(0) 2°®(0) 0°®(0) 9°®(0) 9*®(0) 9°®(0)
dy,.06, 0y,0€, 0y, 0E  0Y,.07, 0V,.07, 97,.

N
M

I coefficienti sono 36, ma data la simmetria della matrice essi si riducono a (36-6)/2+6=21. Detta
M tale matrice, considerando la 6.9 (vedi oltre) abbiamo

67) q)(gz/ ) = (gx £ y gz }/xy }/xz }/yz )(O-x O-y O-z Txy sz Tyz )T =

1
>
6. e e v, 7. v.Me e e v, v. 7.)

1
2
Quindi M ¢ la matrice associata alla forma quadratica 2(1)(81:1' ) Ma essendo tale forma quadratica

definita positiva, per via del suo significato fisico, ne segue che
6.8) detM #0

La matrice ¢ invertibile essendo matrice associata alla forma quadratica CI>(€U.) la quale ¢ definita

positiva in base al suo significato fisico.

Partendo dalla 6.5 si dimostra anche che
1
6.9) q)(gij ): E [Gx (gij )gx t0o, (gij )gy +0, (gij )gz +7,, (gij )7xy +7, (gij )7xz +7,. (gzj )7yz ]

che costituisce 1’espressione del lavoro di deformazione per unita di volume in funzione di
componenti speciali di deformazione e di tensione e che dunque fornisce il valore dell’integrale
5.1 nel caso di corpi elastici lineari.
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Infatti la funzione 6.5 risulta una funzione omogenea di grado 2 essendo evidentemente
4 )= L 2a7@(0,Ae) = 20 )
LELELIE T, 1Y, 5 1Y, _Et AE) =1 DELELELY s Vies Ve

Quindi possiamo applicare a essa il teorema di Eulero ottenendo

BCIJ(SU)g N 861)(817)8' N aCI)(SU)g

de, * de, T de. T 9y,

X y Z

N BCIJ(sij)?/xy N 8;197(/%) N aCI)(SU)

Sostituendo in questo risultato le 6.3 abbiamo allora la tesi 6.9.

6.5. Corpo elastico lineare iSOtI’OpO. Si parla di isotropia rispetto una data proprieta,
in un punto, quando lungo tutte le direzioni uscenti da quel punto la suddetta proprieta non muta. Si
dimostra che se il corpo ¢ isotropo rispetto alla lineare elasticita, allora il potenziale elastico puo
scriversi nella forma

I-v (e +e+e’)+26
1-2v o 1-2v

g

6.10) ®(e,)=G

(gxgy TEE, +€y€z)+%(7’xy2 +7. + 7)712)

E
41+v)

6.11) d)(gij): E(l-v) )(ex2+ey2+e,2)+ (7’.@2+7’x22+7®zz)

201+0)1=20) o+ + )+
A+ oi-20 flee vee +ee)

7 (1+v)1-20
in cui le costanti prendono il nome di moduli elastici e soddisfano le relazioni seguenti

6.12) E= 2(1 + V)G : modulo elastico o modulo di Young

E
2(1+v

6.13) G= : modulo di elasticita tangenziale

o
Qs

6.14) v= : coefficiente di contrazione trasversale o coefficiente di Poisson

Si dimostrano le seguenti limitazioni per i tre coefficienti
6.15) G>§>O, —1<V<%

Inoltre nei materiali di uso comune si riscontra
6.16) O<v<l1/2

Riporto 1 valori di tali coefficienti per alcuni materiali:

G E
MATERIALE | (Gpa =10°Pa =10° N /m?) | (GPa=10°Pa=10°N /m?) | ¥
ACCIAIO 7075 200 0,304
ALLUMINIO 2021 70 /
CALCESTRUZZO / 20 (compressione) 0,12-0,25
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Per dimostrare le 6.10-6.11 bisogna partire dalla 6.5 (corpo elastico lineare) e aggiungere I’ipotesi
di isotropia. Intanto mettiamoci nel sistema di riferimento definito dalle direzioni principali di
tensione, € la 6.5 si scrive

6.16) @(&,&,.6,)=
2 2 2 2 2 2
_1f9 cp(o)g 2, 0 CI’(O)g 2, 0 c1>(o)8 AN ®(0) ce+ 0 cp(o)gl% L9 ®(0) e,
2 0€,0€, 0€,0¢, 0€,0¢&,

0£0g, | 0£,08, - 0€,0€,

Ora consideriamo i tre stati di deformazione seguenti

stato_1: & =0 & =0 ¢g=¢
stato_2: &£ =0 & =€ &=0
stato_3: &= & =0 &=0

E chiaro che se si ha isotropia il lavoro di deformazione necessario a realizzare ciascuno di questi 3
stati deve essere lo stesso. In altri termini il potenziale elastico associato a ciascuno dei 3 stati di
deformazione deve essere lo stesso. Dunque si ha

2
stato _1: <I>(0,0,€)= d @(0)82
0€,0¢,
2 2 2 2
stato _2: c1>(0,,s,o)=ai(0),s2 _ 9 ®(0)_o"2(0)_2 cp(o)izA
£,0¢, 0€,0e, 0€,06, 0E0¢,
2
stato _3: @(8,0,0)= J q)(O)gz
0€,0€,

Sostituendo la costante A, appena definita, nella 6.15 abbiamo

0°®(0) 0°®(0) 0°®(0)
£E,+ £E+
0€,0¢€, 0€,0¢, 0€,0¢€,

6.17) ®le.¢,.6)= A(gl2 +e’ + 832)+ £,€,

Ma ancora non siamo arrivati alla 6.10-6.11, per cui procediamo ancora come sopra e consideriamo
1 tre stati di deformazione

stato_1: & =€ ¢&,=¢ &=0
stato_2: & =¢ & =0 &=¢
stato_3: & =0 & =€ &=¢

Anche qui I’isotropia impone che 1 relativi potenziali elastici siano uguali, dunque

stato _1: 613(8,8,0)= Ag* +

£
2 2 2
stato_2:  ®(g,0,e)= Ag? +ai(0)52 9"(0) :a @(0) = J d)(O)i
£,0¢, dg0e, 0€0€, O&,0¢,

2
stato _3: @(0,8,€)=A€2 +ai(0)€2
0€,0¢,
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Sostituendo nella 6.17 si ha
6.18) @(g.&,,6,)= A(,sl2 +e’+e’ )+ Blee, +£&,+&,8,)

Ora debbo esprimere la 6.18 nel generico sistema di riferimento. Per far questo posso cercare di
esprimerla in funzione degli invarianti del tensore delle deformazioni, le cui espressioni si trovano
nel paragrafo 3.12. In particolare, in funzione delle componenti principali essi si scrivono

I, =€ +&,+e, 1,=—€€E,—€E —E,E [,=€§E,E,
Considerando il primo e il secondo si ha

I'=g’+e  +& +2¢ee, +ee,+68)=¢"+€," +&° -2, =

g’ +e’ +e’ =17 +2I,
Sostituendo nella 6.18 abbiamo
6.19) ®(e.e,.¢,)=Al1?+21,)-1,B

Adesso non resta che sostituire nella 6.19 le espressioni dei 2 primi invarianti rispetto al generico
sistema di riferimento. Sempre dal paragrafo 3.12 si ha

I, =€, +E& +E€,

1, =i(7xy2 +y 0+ 7/yzz)— (€x€y +E.E. +€y€Z)

che sostituiti nella 6.19 permettono di scrivere

@(EU): A(gx2 +e’+e’ +%(7Xy2 +y. +7,.” )j - G (7/”,2 +7. +7,.)” )— (gxgy +eE +EE, )jB =

2A-B
4

2 2 2 2 2 2
:A(gx +€,+¢€, )+B(gxgy+gxgz+gygz)+ (7/@ +7. 7. )

Ora per completare la dimostrazione della 6.10-6.11 rimane solo da vedere se ¢ possibile trovare
A, B in modo che soddisfino le 3 equazioni

A:Gl_v, B=2G v , 2A—B:§
1-2v 1-2v 4 2

E in effetti se sostituiamo le prime due nella seconda si ha

2(611_21)}_%1 02 T 1-2v G
—-v 2V _g1=2v _5; 170 O
4 2 200-2v) 2

E con cio 1a 6.10 e 1a 6.11 sono dimostrate.
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6.6. Leggi di Hooke inverse e dirette. In base alla espressione trovata per il potenziale
elastico e ricordando le 6.3, 1a relazione matriciale fra sforzi e deformazioni diventa

1-v v ()

2G 2G 0 0 0

0, 1-2v 1-2v 1-2v £,

o, | |21 1-v Y o 0 o0&

. 1-2v 1-2v 1-2v €

620) | =262~ 26— 26 =0 v 0 o
2 1-2v 1-20v 1-2v Vi

T, 0 0 0 G0 0fy

., 0 0 0 0 G 0 y.

0 0 0 0 0 G

che esplicitata porge le leggi di Hooke inverse

G"_lzcz;v[l Ve, +v(€ . )] m[ﬁ v)€x+v(€y+€z)]

o, —12(2;0[1 v)e, +u(e, +¢ )] m[(l—v)gﬁv(eﬁgz)]
6.21) o©. _lziv[l v)e. +v(€ +€ )] %[(1—v)ez+v(ex+€y)]

7, =Gy,

7.=Gy,

r,.=Gy,

Invertendo poi la matrice M si ricavano le leggi di Hooke dirette
. 1 o,—vlo,+o.
€ E
1
£ :E[cry ~v(o,+0.)]

6.22) €. = % lo. ~vie, +0,)

20+v) 1
7/xy - E Txy - E xy
2(1+v) 1
7/)(1 = TXZ = _TXZ
E G
y = 2(1+v)T 1
z E yz G z

In base alle leggi di Hooke si deduce che le direzioni principali di deformazione sono anche
direzioni principali di tensione nel caso di corpi elastici lineari.

Per dimostrare le 6.22 & necessario calcolare N =M ~'. Calcoliamo allora intanto det M :
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1-v/1-2v  v/1-20v v/1-2v I-v v

6
detM =8G°| v/1-2v 1-v/1-2v v/1-2v G3:(18L2)3 v 1-v v |=
v/1-20v v/1-2v0  1-v/1-20 Uy v 1-v
8G*° I-v v v v v 1-v
=——|(1-v —v +) =
(1-20) v 1-v v 1-v v v
6
- (:szy[(l— v)((l—v)2 —0? )— o(v(1-v)-v*)+0(v? —v(l—v))]z
8G° ) )
=i 1o)X =) 0)-ololi—)—0)-ofoli )07}
6
= 0 862 ; [1=0)(1-20)-20(v-2v? —v?)|=8G°(1- 20)’[(1- V)1 - 20) - 20(v - 207 )] =
-2v
8G° ; 8G° ) 6 V+1
=—— 40" -30+1)=——- 40" —4v+1\0+1)=8C
(1—20)3( )(1—21))3( Ko+ 1-2v
Allora per gli elementi diagonali si ha
" 1-v v
11 O\ 5 1—
Ny =Ny =Ny = M :( 1) ag?1=20 120160 = i 2 v s
detM  detM v 1-v detM(1-20) | v 1-9
1-2v 1-2v
4G’ > 4G’ 1 1
=—\-v) - v)=z=—%(1-20)=——F<=—
detM (1-2v)’ (( ) detM(1—2u)2( ) 2G(v+1) E

1-v/1-2v  v/1-20v v/1-20v
8G°| v/1-2v 1-v/1-2v v/1-20v |G* =
v/1-20v v/1-2v  1-v/1-20v

M 44 (_ 1)44—4
“detM  detM

Nyy =Nss = Ngg

1 detM 1 _2(v+1)

“dtM G G E

Inoltre gli elementi corrispondenti agli elementi nulli di M sono nulli in quanto i relativi
complementi algebrici sono i determinanti di matrici con una riga nulla. E ancora

. M* _(—1)2+l 4621)/1—21) 0/1—2‘1) s_ Tex ( v 1-=v v v )_
' detM  detM  |[v/1-2v 1-v/1-2v detM \1-2v1-2v 1-201-2v
4G’ v 4G° v v )

det M (1—21))2( ) detM (1-2v) 2G(v+1) E

Stesso valore si trova per i restanti 5 elementi della matrice N =M ~'. Dunque si pud concludere:
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£, I/E -v/E -v/E 0 0 0 )0
g, -v/E 1E -v/E 0 0 0 |0,
6.23) € |_ -v/E -v/E 1JE 0 0 0 |o,
a 0 0 0 1YG 0 0|z,
7. o 0 0 0 G 0|z,
7. o 0 0 0 0 1G)r,

e dunque le 6.22 sono dimostrate.

6.7. Limitazioni e significato fisico dei coefficienti. Abbiamo gia detto che si
dimostrano le seguenti limitazioni per i tre coefficienti

6.15) G>£>O, —1<v<l
3 2

e che nei materiali di uso comune si riscontra
6.16) O<v<l1/2

Ora faccio vedere come queste diseguaglianze, riscontrate nella pratica empirica, siano in realta
deducibili dal modello matematico di corpo elastico lineare qui proposto. La dimostrazione si basa
sul fatto che il potenziale elastico e, per via del suo significato fisico, definito positivo, cioe >0 in
tutti gli stati deformati. Ma essendo

GX
o,
1 o
q)(gi‘)__(gx g» 82 7/x* }/xz 7/»2 “ =
/ 2 } Txy
TXZ
T,
2617V a6 Y Y 0 0 ol,
1-2v 1-2v 1-2v x
26— 2 2617V 6P 9 0 0|&
1-2v 1-2v 1-2v
_1( ) ) 1-v €,
_E £, 8» €, 7x} Ve 7/»2 2G 2G 2G 0 0 O
1-2v 1-2v 1-20v Vi
0 0 0 G 0 O ¥
0 0 0 0 G O y
¥z
0 0 0 0 0 G

ne deriva, per la teoria sulle forme quadratiche (e il potenziale elastico ¢, come si vede qui, una
forma quadratica di matrice M/2), che la matrice M deve avere positivi tutti i minori principali di
testa (vedi quanto segue se non ti ricordi cosa sono). Si hanno cosi 6 condizioni:

56



v+1

detM >0 < 8G° >0 -1<v<l1/2

2617% 26 Y 6% ¢ o
1-2v 1-2v 1-2v
26— 2gl7Y “ 0 0 .y
detM, >0 1_1)20 1_020 11__2;) >0 S >0 -1<v<l/2
2G 2G 2G 0 O
1-2v 1-2v 1-2v
0 0 0 G O
0 0 0 0
detM4>O(:>detiVI>O(:>—1<v<l/2
G
detM3>0<:>det?/I>0<:>—l<v<l/2
G
2G11_2U 102 ofl-v v
detM, >0 I —<V5 0 < 4G (1-20) >0
v 1-v v 1-v
2G
1-2v 1-2v
s(l-vf-v'>01+0* —20-0"=1-20>0v<1/2
I-v G>0
detM, >0 2G >0
1-2v v<l1/2
Dunque abbiamo ottenuto le limitazioni
E G>0
G= >0 G>£>0
20+v)” <=JE>O0 o 3
- -1<v<l1/2
I<v<lr2 —1<v<1/2<:)—1 >l
20+v)" 3

che sono appunto le 6.15. L’ulteriore limitazione 6.16 dunque non emerge completamente dal
modello matematico, quanto piuttosto dalle seguenti osservazioni.

¢ Significato del modulo di Young e del coefficiente di Poisson. Si consideri nel punto P del
solido un volume elementare soggetto allo stato di sforzo

O'ZE,G =0, =7,=7,=7_=0 Z
y A X z Xy yz Xz |
i !
- . _rr P!
Per le leggi di Hooke le deformazioni valgono R — s Y
-+----4_ | T=N7
_N1 __Nv __ Nv N oA 8
' AE 7 AE ° AE
7/xy = 7/yz = 7){1 =

Si ricava allora il significato del modulo di Young il quale vale
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o,
6.24) E= ==
g,

Da notare che al crescere del modulo elastico diminuisce la deformabilita nei confronti dello sforzo
normale. Si vede anche perché nella maggioranza dei casi risulti v > 0. Infatti a compressione
lungo y cisi aspetterebbe1 dilatazione lungo x, z (cosi come a trazione lungo y ci si aspetterebbe2

contrazione lungo x, z ), € questo si verifica solose v > 0.

¢ Significato fisico del modulo di elasticita tangenziale. Si consideri nel punto P del solido un
volume elementare soggetto allo stato di sforzo

T
o,=0,=0,=7,=7,=0,7, =— -
' LT T A L-T#
"A
Per le leggi di Hooke le deformazioni valgono
z
11 =
8)’ = gx = gz = 7xy = 7xz = 0 P ; : IE=I'-T"
- - b A
T/A -L Lo 1 Y
7/}*1 = it e ——— \\
G . X
Dunque per il modulo di elasticita tangenziale si ha —fY
T
6.25) G= I/A ==
7)’1 Yz

Anche qui si rileva che al crescere del modulo elastico diminuisce la deformabilita nei confronti
dello sforzo tangenziale.

6.8. Coefficiente di dilatazione volumica. Dato in P il generico stato di sforzo, si
ricorda che la dilatazione volumica ¢ data da

V'-v

=€ +E +E,

Per le leggi di Hooke dirette 6.21 si calcola allora che

V-V

=&, +tE +E =

1 1 1 1-2
:E[crx —v(o, +0. )]+E[c7y ~v(o, +o. )]+E[GZ —v(o, +o, )]:Tv(ax +0,+0.)

Resta cosi definito il coefficiente di dilatazione volumica dato da

! Pare che questo accada in molti materiali, ma non in tutti.
2 Pare che questo accada in molti materiali, ma non in tutti.
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E o, +0,+0,
6.26) = >
1-2v € +¢€ +¢€,

Anche qui al crescere del coefficiente diminuisce la deformabilita. Se per componenti normali degli
sforzi positive ci si aspetta un aumento di volume, allora si ritrova per v la limitazione v <1/2.

6.9. Corpo elastico lineare isotropo omogeneo. L’omogeneita si realizza quando
le tre funzioni di punto

E=E(x,y,z), G=Gx,y,z) v=v(xy,z2)
sono costanti in tutto il corpo.

6.10. 11 potenziale elastico complementare. Ricavo ora una espressione alternativa
per il lavoro di deformazione per unita di volume, da aggiungere alle 6.10, 6.11. Partiamo dalla
espressione 6.9, valida per il corpo elastico lineare, e sostituiamo in essa la 6.23, dimostrata in caso
anche di isotropia:

1
q)(gij ) = E [Gx (gij )ex + Gy (gij )ey + O-z (gij )gz + Txy (gij )7/)@' + sz (gij )yxz + Tyz (gij )}/yz ] =

1
= 5 (Gx O-y Gz Txy sz Tyz ng 8y gz 7/xy 7)(1 7/yz )T =
= %(Gx o, 0, T, T, T, Mo o L, 0. T, T, T, )=
/E -v/E -v/E 0 0 0 )0
—v/E 1YE -v/E 0 0 0|0,
1 -v/E -v/E 1JE 0 0 0 |o,
== (G.X O-\' GZ TX ) T.XZ T 'z =
2 y Tz m S 0 0 Y6 0 0 |7,
o 0 0 0 UG 0 |c,
0 0 0 0 0 G|z,
o,/E-0,v/E-0.V/E
o.v/E+0o,/E-0.V/E
1 -0 v/E-ov/E+0.[E
== (O-x O-v Gz Txy sz Tyz ' =
2 ' ‘ -, /G
TXZ /G
t,./G

1 ( 2 2 2) U( ) 1 ( 2 2 2)
_E . +Uy +O'z —E GXO'),-FU},UZ-FO'XO'Z +_2G Txy +sz +Tyz

Introducendo allora un nuovo simbolo definiamo potenziale elastico complementare la funzione

6.26) ‘P(alj )ié(axz +c7y2 + azz)—%(axcry +0,0, +axaz)+%(rxy2 +fx12 +Z'yZ2)
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la quale & appunto una funzione delle 6 componenti speciali di tensione e, avendo lo stesso valore
del potenziale elastico @, rappresenta anch’esso il lavoro di deformazione per unita di volume (nel
caso di corpo elastico lineare isotropo). Quello che voglio dimostrare ora che esso risulta la
primitiva della forma differenziale

6.27) &, (O'[j )d O, +E, (O'U )dO'y +€, (GU )ddz +7y (GU )dZ'Xy +7. (GU T.+7, (GU )dz'yz
Basta a tale scopo calcolare le derivate parziali di ¥ e confrontarle con i relativi coefficienti della

forma differenziale 6.27: se sono uguali allora W ¢ proprio la primitiva della 6.27. Ricordando le
6.22 abbiamo

Senza procedere oltre consideriamo dimostrata la tesi. Dunque si ¢ provata anche I'uguaglianza, nel
caso di corpo elastico lineare isotropo, fra le due forme differenziali 6.1 e 6.27

6.28) O (gzj )dgij =& (O-lji )do-lﬁi

6.11. Il problema dell’equilibrio elastico. Dato un corpo elastico lineare isotropo
occupante il dominio Q, il problema dell’equilibrio elastico consiste nel ricavare

* lo stato tensionale o, = 0 (P),VPe Q

¢ il campo di spostamento S=S§ (P),VPeQ

note che siano
e lasollecitazione di volume F = F(P),VPe Q
e la sollecitazione di superficie p= p(P),VPe 0Q
® e condizioni vincolari

Per risolvere il problema dell’equilibrio elastico abbiamo a disposizione le seguenti equazioni:

d
1)80" + Lo +aT"Z +F =0
ox dy 0z

Jr,, do, Ot N —_
DN—LE 4 L4 Xy F =0 & Equazioni indefinite dell’equilibrio
ox dy 0z

+—+ GZ+FZ=0
ox dy 0z '

du_1r1_ _
HIo=— lo, —vlo, +0.)
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av 1
5\~ =—|o. —v(o. +
)ay E[Gy (GX O-Z)]
6) ?)_W :%[O-Z_U(Gx-i_dy )] & Leggi di Hooke dirette

<

ou dv 1

)t o=

dy ox G 7
8)a_l/t-i_a_‘/‘)_l XZ

Jdz ox G ©
g)ﬁ_ka_w—i .

dz dy G’

10)on .+, n +7.n +p =0
1)z n

' x

+ton +7,.n +p, =0 & Condizioni al contorno per le tensioni
12)t n +7 n,+on +p, =0
13) Condizioni al contorno per gli spostamenti imposte dai vincoli

Si tratta dunque di un sistema di 9 equazioni nelle 9 incognite ¢, ,0,,0.,0, .0, O,.;u,v,w, con

relative condizione al contorno tanto per le tensioni, quanto per gli spostamenti.

Se non interessa ricavare lo stato tensionale ma solo gli spostamenti allora si possono sostituire le 6
Leggi di Hooke inverse e sostituirle nelle 3 equazioni indefinite dell’equilibrio: in questo modo si
ottiene un sistema di 3 equazioni nelle 3 incognite u,v,w.

6.12. Teorema di Unicita di Kirchoff. se il problema elastico ammette la soluzione

allora esso ammette le «° soluzioni

o, =0.(P),VYPeQ

<
<

§=5(P)+5+FxOP,YPe Q

dove s,7 sono due costanti vettoriali arbitrarie. In pratica se esiste una soluzione in termini di
sforzi e di deformazioni, allora essa e unica; in termini di spostamenti invece € unica a meno

di uno spostamento rigido arbitrario.
Inoltre per la soluzione del sistema vale il principio di sovrapposizione degli effetti rispetto alla
sollecitazione esterna, analogamente a quanto visto nella teoria dei sistemi lineari (Automatica).

Per dimostrare questo teorema diciamo che il sistema delle 9 equazioni dell’equilibrio elastico
ammette le 2 soluzioni

6.29) o v v



a cui corrispondono rispettivamente i due sistemi di deformazione el.j(l) = gl.(l)(P), e® = 6‘.4(2)(}’).

Allora, considerando le 1,2,3,10,11,12 si ha in particolare

Y e )
f =20 %) (5 )=
86‘.(2) a'xj
+F =0
ox . '
J

1) _
o, 'n;+p, =0

(2)

o, n.+p _O<:>(G,/(1)—O'()}1/4_(]9[_]9[):0
ij J i

Dunque si puo affermare che lo stato di tensione descritto da 0'1:,.(3)(P) = Gii(l)(P)—Gii(z)(P) soddisfa

le equazioni 1,2,3,10,11,12 in corrispondenza di una sollecitazione (di volume e superficiale)
identicamente nulla. Ma allora il principio dei lavori virtuali 5.7 si scrive

L, _j Ve, dv = jF F)S, dv+j —p)SV d¥=L_ =0

aVv . . . V o . . . . . .
dove S° e il generico spostamento virtuale e £; ¢ il corrispondente sistema di deformazioni. In

particolare dunque si ha anche

630) [0,7¢,%av =0, £"(P)=¢,
)T
Ricordando ora I’espressione 6.9 del potenziale elastico e sostituendola nella 6.30 abbiamo

jz[ o, Ve, ]dv 0@j2q> )dV =0

N

Ma il potenziale elastico ¢ ovunque non negativo (per definizione), dunque deve risultare
necessariamente ®(P)=0,VP e Q. Ma sappiamo anche, sempre per definizione, che il potenziale
elastico si annulla solo in corrispondenza di deformazioni nulle e dunque deve essere

8.4(3)(P):O,VP, il che comporta anche, per le leggi di Hooke, che sia O'UB)(P): 0,VP. Per cui

y
abbiamo provato in conclusione che

(2)(p):0 VPe Q
6,(P)=0,"(F)-0,7(P)=0 wPeO

y

ovvero che le due soluzioni 6.29 coincidono, ovvero che se la soluzione del problema elastico
esiste, allora ¢ unica, in termini di sforzi e deformazioni. Per far vedere poi che in termini di
spostamenti la soluzione ¢ definita a meno di uno spostamento rigido arbitrario diciamo che il
campo di spostamenti



soddisfi le equazioni 4 —9 del sistema dell’equilibrio elastico. Aggiungiamo adesso a questo
spostamento il generico spostamento rigido e otteniamo il campo di spostamenti

s rZ=T,y

X

+| s, [t rx—-rz
s'(P) w(P)) s ) \ry-rx

Ovviamente si ricorda che quello che si ¢ aggiunto ¢ 1’approssimazione di uno spostamento rigido,
valida tanto pill quanto piu la componente rotatoria dello spostamento rigido & piccola. Comunque
se andiamo a calcolare le componenti di deformazione associate allo spostamento risultante
abbiamo

oo ou(P) os, dlrz) a(ry) ou(P)
pP)=" /L D 22V —0=¢ (P
£(P) ox +ax+ ox ox ox +0+0-0=¢,(P)
_ap) 35, o) alz)_an(p)
dy dy dy dy dy
, ow(P) 9s. d(r.y) a(l”yx) ow(P)
p)="20 ) 20 x) =
£.(P) 0z i 0z * 0z 0z dy

y (P):au(p)+av(P)_(au(p)+ as, |, olr2) a(rzy)Hav(phasy L) a(rxz)]

e, (P) +0+0-0=¢ (P)

+0+0-0=¢_(P)

Y dy ox dy dy 9y dy ox  Ox ox ox

:(Q%§Q+O+O—Qj+(§§§)+o+g—O]=a§5)+a§f)=7w0ﬂ

Insomma, senza proseguire, si vede che aggiungendo uno spostamento rigido arbitrario il sistema di
deformazioni rimane lo stesso e le leggi di Hooke resteranno soddisfatte.

6.13. Sistema di equazioni alternativo. Se non interessano gli spostamenti ma solo lo
stato tensionale si possono sostituire nelle 6 equazioni di congruenza interna 3.24 le leggi di Hooke
dirette e ottenere un sistema di 6 equazioni nelle 6 incognite 0,,0,,0_,0,,,0,.,0,. .

xz?
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Capitolo 7. Teoremi energetici per corpi elastici lineari

I tre teoremi qui discussi valgono per il corpo elastico lineare a prescindere dalla ulteriore ipotesi di
isotropia. Si ricorda inoltre che tra i teoremi energetici per il corpo elastico lineare si deve anche
aggiungere il teorema dei lavori virtuali discusso nel capitolo 5: esso infatti vale per qualunque
corpo deformabile e dunque, in particolare, anche per il corpo elastico lineare.

7.1. Teorema di Clapeyron. Si consideri un solido lineare elastico. Se

e D, ¢ laconfigurazione indeformata

e D ¢laconfigurazione deformata
® 0, sono le componenti di tensione relative alla configurazione deformata

® ¢, sono le componenti di deformazione relative alla configurazione deformata

e F (P), p(P) & una sollecitazione che equilibra le tensioni interne corrispondenti a D

e §(P) &il campo degli spostamenti che portano da D,a D

allora il lavoro che una qualsiasi sollecitazione compie per deformare il solido facendolo passare
dalla configurazione D, alla configurazione D attraverso un percorso qualunque di deformazione

¢ dato da

71) L :%I(FXSX +F,S,+F.S_)dv +% [(p.5.+p,5,+p.s.Jas
oD

e
D
purché la deformazione si realizzi con una infinita successione di stati di equilibrio.

Cominciamo col dire che essendo il solido elastico lineare, per la 6.9 il lavoro di deformazione fatto
dalle forze interne €

72) L = j PdV = % j (o;ex +0E,+0.E +7, 7, +T. V. +7.7,. )dV
Q Q

Applicando il principio dei lavori virtuali 5.7 alla configurazione deformata D abbiamo poi

—
1%

J'Ij“ SV dV + j; S%V ds = I(Gxevx +o.e v +o e +T Y w+T Y e +7, 7 )dV
Q oQ Q

essendo S un sistema di spostamenti virtuali e £ il relativo sistema di deformazioni virtuali. Se
poi, in particolare, assumo come sistema di spostamenti virtuali (come & lecito) quello che porta da
D, a D, e il relativo sistema di deformazioni, ottengo

7.3) .[I—*“)'Edv+ J';-gdS = J'(o'xgx +0, €, +0.E +T YV, +T. V.. +tT.7,. )dV
Q oQ Q

Sostituendo la 7.3 nella 7.2 si ottiene:
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7.4) LizlJ'F-SdV+lJ'p-SdS
29 289

L’ipotesi che la deformazione avvenga attraverso una successione di stati di equilibrio porta poi ad
affermare che il lavoro delle forze esterne deve essere uguale a quello delle forze interne, altrimenti
si avrebbe una perdita di energia ingiustificabile (nella ipotesi della successione di stati di equilibrio
infatti il solido non si riscalda, non assorbe energia). Dunque L, = L,, cio¢ la tesi.

7.2. Teorema di Betti. Si consideri un solido lineare elastico. Se

e lasollecitazione A ha valore finale F*(P), p*(P) e raggiunge I’equilibrio con il sistema
di spostamenti S*(P)

e lasollecitazione B ha valore finale F” (P), p’ (P) e raggiunge 1’equilibrio con il sistema
di spostamenti S°(P)

allora risulta che

7.5) jﬁA-§de+jﬁA-sBdS= FB-§AdV+jﬁB-§AdS

Q 0Q Q 2Q
che, da un punto di vista mnemonico, ¢ utile scrivere come
7.6) L,,=Lg,
avendo posto per definizione

L ijﬁf‘ §de+j”A K
= F pr-Stas
7.7) %

Il >

Q
Ly, =[F"-S*av+[p"-Sds
Q oQ

Procedo con la dimostrazione. Per il Teorema dei Lavori Virtuali 5.7 possiamo intanto scrivere

J'F“A .8VdV + J'ﬁA §5Vds =[(o*e" +0% 6", + 0t .+ w + 70y e+ T AV
78)Q ~ ~ oQ B Q
J'FB -SVdv + jﬁB -SVdS = (GBxevx +o’e" v +0l e+t oy o+ TPy e+ T )dV
Q Q Q

dove si intende che gli sforzi o*; sono quelli che risolvono 1’equilibrio elastico in corrispondenza

della sollecitazione F A(P), p*(P) e che gli sforzi ¢®; sono quelli che lo risolvono in corrispon-

denza della sollecitazione FZ(P), p(P). Si intende inoltre che S",&"; sono il generico sistema di

spostamenti virtuali e le deformazioni ad esso relative. Ma allora, in particolare, possiamo scrivere
le 7.8 come
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7. 9)jF SBav + j -S2ds —j octel +otiel s +ot el vty T Y e + TR )dV
7. 10)IF -S4V + J‘ pP.84ds = I ol.et +otety +olet vyt Py e + T8 )dV

Dobbiamo dunque dimostrare ’'uguaglianza dei secondi membri. Prendiamo quello della 7.9 e
ricordando le 6.3 abbiamo

j(aneBx +ot el votet vty Ty + T YR )dV =
Q

_ I[acp(g/*,j)gBX N E)CID(eAi,-)gBy + acD(gAii)ng +M Yoy + M 7P +M yByZ]dV
. oe o€ o€ oy oy 7.

x y 4 xy Xz ¥z

D’altra parte, per la 6.5 si ha

A LA
EGE hk

CI)(EAU) ! 8(13(80.)

2 d¢;0¢,, .

e dunque

j(aneBx +ot el vt el vt oyt Ty + T YR )dV =

Q
odle., odle.. odle.,
—( ") €Ahk€Bx+—( ") 4 eBy+—( ") e e, +
1 .| 9€.9€, |, £,0€,, . 0€.0€,, |,
711 =< dv =
25 8<I>(€,.j) s 8<I>(€,]) o s 8613(8,]) .
+W Y xy W WY xz W hk7 yz
V90|, V90|, Enk |,
1 ¢[ 0®lg;
:—J. a—(J) gAhkgBij dVv
25| 9¢;0¢, .
Se ragiono allo stesso modo per il secondo membro della 7.10 ho
j(O'Bngx +GBy€Ay +GBZ€Az +Z'Bxy7/Axy +7sz7/sz +7Byz7/Ayz )dV =
Q
odle; odle; ddle,
( ”) e8metc + ( ”) eluwe’y + ( ”) e%me’. +
1 | 9€.9€, ], €, 8€hk 0€.0€,, |,
| aele)| ol ) g 39 i
+a a] & hk}f xv+a a hk}f xz+ﬁ E WY yz
7xy 8hk 7yz ghk 0
1 ¢ ol
=—j ( j) elwely ldv
25| 9¢,;0¢,

che ¢ appunto la 7.11. E la tesi ¢ dimostrata.
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7.3. Principio di non sovrapposizione degli effetti. Data Ia sollecitazione A e la
sollecitazione B, il lavoro di deformazione relativo alla sollecitazione A+ B non ¢ la somma dei
lavori di deformazione relativi alle due sollecitazioni applicate singolarmente al corpo indeformato.
Piu precisamente, considerate le ipotesi del Teorema di Betti, si dimostra che

L,,= ljﬁA S*av+—[p*-5ds |+ ljﬁB §de+ljﬁ3 SPds |+
7 12) 29. oQ 29. 289.
+ ljﬁA-S‘Bdw— p*-S%ds |+ ljﬁB Shav +L [5%.5%as
29 oQ 29 289

che, da un punto di vista mnemonico, ¢ utile scrivere come

713) L, ,=L,+L, +%LAB +%LBA

che poi, per il Teorema di Betti, si puo scrivere nelle due forme alternative
714) L,,,=L,+L,+L,, <L, ,=L,+L,+L,,

Procedo con la dimostrazione. Intanto calcolo, attraverso il teorema di Clapeyron, il lavoro di
deformazione che fanno le due sollecitazioni applicate singolarmente:

L, :ljﬁA-EAdV+ljﬁA-§AdS L, =ljﬁ3-§3dv+ljﬁ3-§3ds
29 2 29 289

0Q

Consideriamo adesso la sollecitazione A+ B i cui valori finali sono F*(P)+F*(P),
p*(P)+ p®(P). Per il principio di sovrapposizione degli effetti, valido per il sistema di equazioni
dell’equilibrio elastico, abbiamo che tale sollecitazione raggiunge I’equilibrio con il sistema di
spostamenti s4 (P)+ St (P). Dunque applicando ora il teorema di Clapeyron abbiamo

Ly.s :l.[(FA+}7“B)-(§A+§B)dv+lj(ﬁA+ﬁB)'(§A+§B)dS:
29 239
:lJ‘F*‘-§Adv+ljﬁA-§BdV+ljﬁB '§AdV+lJ‘FB-§BdV+
29 29 29 29
+lj13/* -§4ds +ljﬁ/‘ -§Bds+ljﬁ3 -§*ds +lj133 -S%ds
289 2352 289 2352

Riordinando abbiamo la tesi:

L.,= ljﬁ*‘ SAdV+—j*A S4ds |+ ljﬁB §de+ljﬁ3 SEds |+
29 2Q 29 Q
+ ljﬁA Sde+—j*A SBds |+ ljﬁ’f §AdV+—.[”B S4ds
29 Q. 29 oQ
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Capitolo 8. Sollecitazioni semplici: carico normale
centrato, flessione, carico normale eccentrico

8.1. Problema del Saint Venant. 1i problema del Saint Venant & un caso semplificato
del problema generale dell’equilibrio elastico il quale, lo si ricorda, consiste nel trovare lo stato di
sforzo e quello di deformazione di un solido elastico soggetto a una sollecitazione nota. Le
semplificazioni del problema di Saint Venant sono le seguenti:

8.1) ilsolido ¢ elastico lineare isotropo omogeneo

8.2) ilsolido ¢ una trave ad asse rettilineo

8.3) il diametro della generica sezione ¢ piccolo rispetto alla lunghezza della trave
8.4) non si considerano presenti forze di volume

8.5) leforze di superficie sono nulle sulla superficie laterale

8.6) leforze di superficie sono, in generale, non nulle sulle due sezioni estreme

8.2. Principio del Saint Venant. 1l problema del Saint Venant viene ulteriormente
semplificato grazie al cosiddetto principio empirico del Saint Venant secondo il quale se

8.7) Ac¢una porzione della superficie del solido
8.8) Jeildiametrodi A

allora lo stato tensionale dei punti del corpo posti a una distanza maggiore di 6 da A dipende solo
dalla riduzione a una coppia e a una forza della sollecitazione che opera su A. Questo principio
risulta verificato sperimentalmente e dimostrato per via matematica.

8.3. Soluzione del problema del Saint Venant. In base al principio del Saint
Venant, nella risoluzione del problema del Saint Venant per prima cosa

si riduce la sollecitazione agente su una delle due sezioni estreme
8.10) a una forza e a una coppia, scegliendo come punto di applicazione
' della forza risultante (e calcolandola coppia di conseguenza)

il baricentro della sezione stessa (scelta convenzionale, ma non obbligatoria)

siricava la sollecitazione ridotta agente
sull'altra sezione estrema imponendo
8.11) [I'equilibrio meccanico alla trave,

intesa come corpo rigido, ovvero considerando

per 1'altra sezione un vincolo di incastro

Il sistema di equazioni a disposizione per risolvere il problema dell’equilibrio elastico, discusso nel
paragrafo 6.11, si semplifica allora nel seguente:
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8.12)

8.13)

8.14)

ao—x aTX}‘ asz :O

ox dy 0z

Jt,, do, 0T,
—+—+—=0

ox dy 0z

dr,, 07, +80'z 0

ox dy oz

W o o)

P Lo -vlo, +0.)

dy : '

2 1o ofo,+0]

Ou_ ov_1,_

dy dx G *

ou ow 1

—t—=—T

dz ox G ©

ov Jdw 1

—t—=—T

dz dy G~

on +r.n +7.n =0
tn.+on +7.n =0

t.n+7.n +on =0

& Equazioni indefinite dell’equilibrio

& Leggi di Hooke dirette

Condizioni al contorno
& per le tensioni

sulla superficie laterale del solido

Condizioni al contorno per le tensioni per la sezione estrema su cui agisce
la sollecitazione ridotta alla forza F , applicata al baricentro G della sezione stessa,

8.15) [#(P.ii)ds = [T(P)ids =

8.16) j

N

e alla coppia M
U

(o.n

X X

+T,.n,+7T. 1, )dS =F

n—

(’L’Xyn)C +on, +7.n, )dS =F,

D e—,

(sznx +T,n,+0.n, )dS =F,

n—,

on + Txyny +7.n,

(f(P,ﬁ)x P—G>)dS = J‘(T(P)ﬁxP_G’)dS =j T, +0n, +7 0 |xPG|dS =M

N
T.n . +T.n +0on,

8.17) Condizioni al contorno per gli spostamenti imposte dai vincoli

Si osserva che nelle equazioni indefinite dell’equilibrio scompare la risultante delle forze di volume,
in accordo con la 8.4. Le leggi di Hooke restano invece invariate. Le 13,14 dovrebbero essere
imposte anche per I’altra sezione estrema, tuttavia non ¢ necessario imporle poiché, credo, sono
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soddisfatte una volta che siano soddisfatte le equazioni indefinite dell’equilibrio, cio¢ sono
condizioni implicite nella condizione di equilibrio meccanico.

~F

R ——
— —

—M—-FXxG

Nel passaggio successivo

si fissa il sistema di riferimento in modo che :
) I'asse z coincida con I'asse geometrico della trave (che si assume passante
a

8.18) per 1 baricentri di ciascuna sezione)

b) I'asse x coincida con uno degli assi centrali di inerzia della sezionein z =0

c) l'asse y coincida con 1'altro asse centrale di inerzia della sezionein z =0
Quindi si scompone la sollecitazione esterna nelle cosiddette sollecitazioni semplici, ovvero

si scompone la forza F' nelle sue tre componenti ottenendo :

) per F, una sollecitazione di trazione o compressione lungo I'asse z (Carico
a ,

8.19) Normale Centrato)

b) per F, una sollecitazione di taglio lungo 1'asse x (Flessione e Taglio)

¢) per F, una sollecitazione di taglio lungo I'asse y (Flessione e Taglio)

si scompone la coppia M nelle sue tre componenti ottenendo :

8.20) a) per M _una flessione intorno all'asse x (Flessione Retta)

b) per M una flessione intorno all'asse y (Flessione Retta)

¢) per M una torsione intorno all'asse z (Torsione)

Comunque anche con queste semplificazioni il problema dell’equilibrio elastico risulta di ardua
soluzione. 1l trucco tuttavia per risolverlo in molti casi consiste nell’immaginare una parte della
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soluzione, a intuito, e poi sostituirla nelle equazioni disponibili per verificarne 1’esattezza e per
ricavare le parti incognite della soluzione stessa. Questo procedimento prende il nome di metodo
seminverso di soluzione (semi- perché una parte della soluzione & assunta come ipotesi e il resto ¢
ricavato dalle equazioni dell’equilibrio elastico).

8.4. Carico normale centrato. Siipotizza un campo delle tensioni uniforme dato da

N
o.(xy.2)= ‘A V(x,y,z)appartenente al corpo
0

7, (x,y.2)=

8'20) O-x(x’y’z):() Gy('x’y’z):

0
7, (x,5.2)=0 7_(x,y,2)=0

G' ﬁ
————————————— -- > Zz
i} j)\A
Q2 X
Yl

Le equazioni indefinite dell’equilibrio 8.12 sono banalmente soddisfatte. Anche le condizioni al
contorno sulla superficie laterale 8.14 sono soddisfatte. Per le 8.15, 8.16 si ha rispettivamente

jaznzdszj%nzds:%jnzdsz%jldszN:FZ
N S N

N N b ——y dy | dx 2a —ﬁy2 b
0 _Xy _Xy J; _J; 27 ), 0
x a
j 0 |x|y dS:j —%x dSzﬂ —%x dxdy = j(——xjdxjdy = 2b(—%x2j =|0|=M
N N 0 S —b—a —a -b —a O
" 0 0 0 0

e dunque sono anch’esse soddisfatte. Quindi fino a qui abbiamo verificato che la soluzione
ipotizzata per il campo delle tensioni soddisfa le equazioni del problema elastico in cui compaiono
le sole tensioni. E qui si conclude la parte inversa del metodo seminverso di soluzione. Adesso
consideriamo la parte diretta.

e Usiamo le equazioni di Hooke per ricavare il campo degli spostamenti. Dalle prime tre delle
8.13, integrando, abbiamo

Y=L -olo, +0 ] -2 Sl ) == 2 M e, (00
X
8.21) ? 1[0' —‘I)O' +0 )]z—%%:v(x,y,z):—%%)wC (x,2)
y
w 1 I N I N
w_1is - y.7)=——z4+C.(x,
o E[Gz vo,+o,)] EA:W(xyZ) T ()
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Ora usiamo le restanti equazioni delle 8.13 per ricavare le tre funzioni incognite C,,C ,C:

Jdu ov 1 oC (y,z) aC (x,z)
—+—=—7,=0 X Y =0
dy " ox G Fo = dy * ox

822) a—u-i-a—wzlfxz:O:acx(y’z)_i_acz(x’z):()
aZ a.x G i aZ ax
dv odw 1 aC,(x,z) aC.(x,y)
- T :O J 70 = 0
0z ’ dy G G T T - dy

Ora sembra conveniente integrare la prima e la seconda delle 8.22 rispetto x . Ottengo

aC, (
J-BC y, J. )CZ =0 x%+cy(x,z)+c;(z)zo<:>x

oz Z ' ' 0z

Dunque deve necessariamente essere

9C,(y,2) _C,(y.z

) =0=C, (y,z)z C. =costante
dy 0z

Se invece integro la seconda e la terza delle 8.22 rispetto z ottengo

ac y, a’ J-8C x.) dz :O<:>Cx(y,z)Jrzacz(x’z)+C;(z):O<:>Cx(y,z)+z

ox

jaq(u dz+jaczax’y)dz=0(:)C),(x,z)+zm €/ ()=0eC, v+ 250 __r(

0z dy

Dunque deve necessariamente essere

aC_(x,y) _ aC_(x,y
ox dy

) =0=>C, (x, y) = C, = costante

In modo analogo si dimostra che

aC, (x,2) B JC, (x,2)
o 0z

=0=C, (x,z)= C, = costante

Quindi per gli spostamenti si € trovato in conclusione

u(x)z—gﬁx+C
E A
v N
8.23 =-———y+C,
) vl(y) a1
w(z)zlﬁz+c
E A
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aC.(y,z)

aCx(y, a’)thaCZ x’y)dx=0<:>x—aCX(y’Z)+Cz(x,y)+C;(Z)=O<:>x—aC"(y’Z)

+C, (x.2)=-C}(2)

+C, (x,y)=-C/(2)

aC(x,y)

ox

dy

=—C(y)

y



Ovvero gli spostamenti sono definiti a meno di uno spostamento rigido (di traslazione, in questo
caso), in accordo con quanto dimostrato nel paragrafo 6.12, per il generico problema dell’equilibrio
elastico.

¢ Per le deformazioni si ha poi dalle 8.23 che

v N DN 1N
824 € =—— £ =——— € =—— =0 =0 =0
) X EA y EA 2z EA 7xy 7xz 7)}1

¢ La variazione di lunghezza della trave (variazione lungo z) ¢ data dallo spostamento lungo z
della sezione estrema in z =1/ (considerando 1’altra fissa rispetto al sistema di riferimento), dunque
vale

=

1) N
EA

824) Al=w(z=

Allo stesso risultato si perviene sommando gli allungamenti puntuali, cio¢ calcolando
8.25) jg dz_j——dz !

¢ Le variazioni nella generica sezione della trave non riguardano la forma della sezione, ma solo
la sua superficie. Per dimostrare che non si ha cambiamento di forma si potrebbe dimostrare che

e il generico punto P:(X,¥,%) della generica sezione in Z si sposta lungo la retta passante

per P e per il baricentro;

* i punti della sezione che si trovano su una circonferenza avente centro nel baricentro
restano, dopo la deformazione, punti di una stessa circonferenza (piu grande o piu piccola di
prima a seconda che si abbia compressione o trazione).

Per verificare la prima proprieta basta provare che il rapporto tra le coordinate x,y resti invariato
dopo la deformazione. Si ha in effetti

Per verificare la seconda proprieta bisogna invece provare che presi due punti P:(¥,7,Z) e

Q:():E,?,Z) della sezione in Z i quali abbiano, prima della deformazione, la stessa distanza dal

baricentro, allora la loro distanza dal baricentro a deformazione avvenuta deve variare della stessa
quantita. Prima della deformazione abbiamo

Dopo la deformazione si ha
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e dunque i due punti restano sulla medesima circonferenza. In conclusione la sezione non cambia
forma.

¢ La variazione della superficie della generica sezione della trave si calcola integrando la 3.22.b
sulla superficie della generica sezione:

8.26) A=le, +e JA= j(—ﬁﬂ—ﬁﬁjdfx = —2%%[&4 - —2%1\7
A

A

¢ La variazione del volume della trave si calcola integrando la 3.22.a sul volume della trave:

827) AV=[le,+e, +€z)dV=I(—3ﬁ—3ﬁ+lﬁjdV=lﬁ(—2v+1)jdv: N(1-2v),,
v 7 W EA EA EA EA A EA

¢ Il lavoro di deformazione si puo calcolare o come valore del potenziale elastico del corpo
deformato, e allora si ha

8.28) L=J-<I>(€U)dV:I(%o‘iigijjdv:%J-(o-zgz)dvzl (ﬁi)d :%sz :%sz
Vv Vv Vv

Vv

oppure attraverso il teorema di Clapeyron (equazione 7.1), e allora si ha

2
L:lj(ﬁw(pl)jdfx—lﬁ (lﬁzjdA:lNl
240 A 2 AE

2A\EA
Carico normale centrato

. —

G N

_____________ / R i
g %
Yl
Sollecitazione
Due forze uguali e opposte applicate ai baricentri delle sezioni
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estreme, con direzione parallela a quella dell’asse geometrico
della trave, ovvero dell’asse z

Stato tensionale

o,=0,=0, =ze=6yz=0 o,=N/A

Spostamenti
UN UN
u=——- =——Yy =—z
EA EA EA
Deformazioni
NN

E = & —e—iy—y—y—o
* EA EA ° EA "7 = ”

Variazione di lunghezza della trave
l
Al = '[ ﬂdz — il
o EA EA
Variazione di superficie della generica sezione

M=
E

Variazione di volume della trave
N(1-20)

AV = Vv

Lavoro di deformazione della trave
2
LoV
2 AE

8.5. Flessione retta. Partiamo dalle condizioni 8.15 e 8.16 relative alla sezione estrema in

z=1. Essendo la sollecitazione di risultante nulla e con coppia M = (M . 0 0), si ha
[z.(xy.0da=0
0 0 A
829) [i(P.i)aA=[T(P)0ldA=|0|e [z, (x,y.1)dA=0
A A 1 0 A ‘
[o.(x,y.0)dA=0
A
0 Z'xz(x,y,l) —x M,
j 7(P) 0 |x PG’ dA:j t () x| -y|ldA=]0 |
A 1 4 o, (x, y,l) 0 0

J-Gz (x,y,1)ydA = M
A

8.30) |-[o.(x,y,0)xdA=0
A

[Ez.(ey.n)y+z, (v y.0)xkdAa=0

A

75



L’ipotesi che si fa adesso ¢ che sia 7. =7 _ =0 in ogni punto della sezione estrema in z=1/. Con

cio le 8.30 si riducono alle 2 equazioni

8.31) jaz (x, y,1)ydA=M joz (x,v,0)xdA =0
A A

le quali ci dicono che o, non puo essere identicamente nullo sulla sezione. Ma non puo neanche
essere costante, perché altrimenti la terza delle 8.29 non potrebbe essere soddisfatta. Allora 1’idea
piu semplice, anche in considerazione della seconda delle 8.31, ¢ porre 0, =0, (y,z=1)=Cy con
C costante da determinare. La determinazione la facciamo attraverso la prima delle 8.31:

832) [CydA=M, e C[ydA=M, & Cl =M, (:»Czj‘fx :>Gz(x,y,l)=]‘;[" y
A A

X X

Yl

In definitiva si ipotizza che sulla sezione estrema in z =1 si abbia

Xz ¥z

8.33) GZZA;[)‘y 7.=0 7,.=0

X

con I momento di inerzia della sezione rispetto ’asse x. E come si vede subito (ad esempio

pensando a una sezione quadrata, per fare i calcoli) queste tensioni verificano tanto le 8.29 che le
8.30, semplificate nelle 8.31. L’ulteriore ipotesi che si fa ¢ che le 8.33 siano valide per qualunque
sezione della trave e inoltre che siano ovunque nulle le altre 3 componenti speciali. Dunque in
conclusione si ipotizza

834) o0.,=0 o0,=0 O"Z:A;I"y 7.=0 7.=0 7_=0 Vpunto della trave

xy XZ Yz
X

E immediato verificare che questa soluzione soddisfa anche le equazioni indefinite dell’equilibrio
8.12. Adesso sostituisco questa soluzione nelle leggi di Hooke 8.13 per ricavare il campo degli
spostamenti:

ou M
—=—V0—y=>u=-0—3xy+C \y,z2
= VT e i (3.2)

M 2
ﬂ:—v Ly =S yp=—0 "y—+Cy(x,Z)
dy  ILE I1E 2
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8.35) —=—= y:w=M" yz+C.(x,y)
<

du v _ :>_vax+aCX(y,z)+aCy(X,Z)_

—+—=0 =
dy ox 1.E dy ox

du  ow aC,(y,2)  9C.(x,y)

- - = O X z — O

0z " ox - oz i ox

&+a_w:0:> Mx Z+acy(x’z)+acz(x’y):()
dz dy I.E 0z dy

dove ho integrato le prime 3 equazioni e ho sostituito quanto trovato nelle restanti. Dalla quarta
equazione si ha

aC, (y.z)
<9Cy()c,z)+BCX()’,Z)_UMXx:> dy =6=al)
p) dy  IE oC (x,
X y x #: flx)= C, = C;(x)+ C:(z)
X

Sostituendo nella quinta equazione ottengo

aCx(Z)__aCz(x’y):>aCX(Z)__aCZ(x,y):C:> C.(z)=Cz+K,
0z ox 0z ox

B Cz(x,y):—Cx+C;(y)

Sostituendo poi quanto trovato nella sesta equazione abbiamo

oci(y)__ M, 9C)_aciy)_ M, 9Cl()

= — z =— d =K=
dy 1.E 0z dy 1E 0z
—acz(y)zK:c;(y)szKz
dy
=
9C; (z) M M, 7
o e k- () =Kz -2t K
- ¥ i 7(z)=-Kz R

Dunque abbiamo trovato siano a qui

M
u=-0—=xy+zC+K,
IE
M 2 ; M 2
836) Jv=—vx) L (x)-Ki-2x X 4K
1E2 1E2

X X

M
w=—=yz—xC+Ky+K
IEy y z

X

Risostituendo quanto trovato nelle ultime tre equazioni delle 8.35 si rileva che la quinta e la sesta
sono verificate; la quarta ci fornisce invece I’ulteriore indicazione
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aC’, 2
y(x):va x= C:,(x)va)‘ R
x I.E : 1E 2

’
y

X

Dunque le 8.36 si riscrivono, accorpando due costanti, come

M
u=-0—=xy+Cz+K,
I E

X

M, (zz +1)(y2 —x’ ))—Kz +K,

837) {v=—1
21E

M
w=—=<yz—-Cx+Ky+K
IEy y 2

X

Adesso dimostro che il campo di spostamenti

u'=Cz+Kx
V'=—Kz+K,
w=-Cx+Ky+K,

rappresenta uno spostamento rigido, provando che ad esso corrispondono componenti nulle di
deformazione. Si ha

ou’ ou

My MLV

ox dy ox

a_":() a_”+a_wzc_c—()
dy dz Ox

ai:() a_v+al:_K+K:0
0z dz dy

Dunque in conclusione la soluzione in termini di spostamenti, a meno di uno spostamento rigido
arbitrario, ¢ data da

u=-0 ng Xy
8.38) {v= —% ng (22 +0(y* - x?))
— MX
W_AEW

e Asse neutro e asse di sollecitazione. I punti della sezione in cui si annulla la tensione
costituiscono il cosiddetto asse neutro. Dunque, per le 8.34, risulta che 1’asse neutro coincide con
I’asse x. La retta perpendicolare all’asse della coppia applicata prende il nome invece di asse di
sollecitazione. Nel nostro caso 1’asse di sollecitazione ¢ I’asse y . In figura sono rappresentati i due

A

assi e I’andamento qualitativo del campo di tensioni 7(y)= o, (y)k .
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asse di
sollecitazione

<P

X

asse
neuiro

¢ Analisi della deformazione. Intanto, per le 8.38 (o direttamente dalle 8.13, sostituendovi le
8.34), le componenti di deformazione si scrivono

£, =V ‘ £
839 I E ' I E ° IE

Ora consideriamo la configurazione assunta dalla trave dopo la deformazione. Se assumiamo che le
coordinate del punto P prima della deformazione siano &,7,{, allora la sua posizione nella

configurazione deformata ¢ definita dalla mappa (funzione che associa a ogni punto materiale la
sua posizione) seguente

MX
I1.E

840) Qidy=q+v(Emd)=n—2 =+ ol -¢))  dove {

X:§+M(f,7l,§):f_v 4:77

(&.m)e A
{elo.]

2= CewlEn)=C+

MX
xEné“

Si intende che A rappresenta il dominio definito dalla sezione in z=0. Si osservi che questa
descrizione ¢ quella che si chiama, in Fluidodinamica, una descrizione referenziale, ovvero una
descrizione che fornisce la posizione del punto materiale nella configurazione deformata a partire
da quella che il punto materiale stesso aveva nella configurazione indeformata. Questa descrizione
si differenzia dalla descrizione materiale (che poi, in pratica, non so come possa essere usata) la
quale invece associa direttamente il punto materiale alla sua posizione nella configurazione
deformata, senza passare per la posizione che esso aveva nella configurazione indeformata.

La 8.40 verra ora usata per descrivere la deformazione dell’asse geometrico ¢ la deformazione
della generica sezione. Affrontiamo i due problemi separatamente.

¢ Deformazione dell’asse geometrico. Se nella 8.40 poniamo =7 =0 otteniamo 1’equazione di

una curva che rappresenta la configurazione assunta dall’asse geometrico dopo la deformazione.
Tale curva ha equazioni parametriche
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x=0

. — __lMx 2
sa) y=n+v&.n.{) 21XE§

2=¢
dove (e |0,1]

Si vede che I’asse geometrico rimane nel
piano x=0, OVVEro nel piano
perpendicolare a quello della coppia. Questo
piano ¢ detto piano di flessione. La curva y
¢ detta anche deformata dell’asse
geometrico.

Consideriamo ora la curvatura' della v
deformata dell’asse geometrico . Si ha

dz($) d*y(§) _ d*z(<) ay(<) M,
d¢ d¢? dg®>  df 1E M, 1

-] ()]

Considerando I’ipotesi delle piccole deformazioni si pud considerare per la curvatura il valore

[ SRR
|
~
=
|
TN
[E—
+
ol X
=
[\ ]
™%
[3S)
~
[\ ]

M.X
842) K(¢)=K ==

X

per cui si nota subito che

e la curvatura della deformata dell’asse geometrico € con buona approssimazione costante, nel
caso di piccole deformazioni, e questa proprieta prende il nome di Legge di Bernoulli-
Eulero;

e Ja deformata dell’asse geometrico pud con buona approssimazione, nel caso di piccole
deformazioni, essere considerata sovrapposta alla circonferenza di raggio / E/M _ passante

peril punto G .

Si puo anche facilmente provare che la lunghezza complessiva dell’asse geometrico rimane
invariata nella ipotesi delle piccole deformazioni. Ricordando infatti la formula per il calcolo degli

archi di curva abbiamo
(= 1/(;‘%) ¢+ jag = [(Vihg =1

' La curvatura di una curva in un punto & I’inverso del raggio (raggio alla meno uno) della circonferenza osculatrice
della curva stessa nel punto considerato.
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¢ Deformazione della generica sezione. Principio di conservazione delle sezioni piane.
Ricorriamo ancora alla mappa 8.40 della configurazione deformata: fissando ¢ = f otteniamo la
rappresentazione parametrica della superficie nella quale si trasforma, dopo la deformazione, la
sezione originariamente giacente nel piano z = f . Detta ‘P(f ) tale superficie si ha

8.43) w(C):{y= (~ ol -&))  dove (Em)e A

L’equazione implicita della superficie si trova essere

5 ij 52+1) (Z—f) _ x’

1
L F 2 i M ~2 _~ 2
IEg . 1-0%3°
x I.E i

> - 1M, X
g [P o LN S 2
Xf 2Ix Mx

I.E (1—01Ey}
Mettendo a denominatore comune

1(m Y 2
8.44) w(C s Pyl | 2| 8 Py —— 2 -0

) W)yl et Z(IXEJM oy

Considerando I’ipotesi delle piccole deformazioni abbiamo

8.45) ¥(7):

yy=lea- ;——[IEJ Z(E* +u-x)=0

Adesso si pud notare che mettendoci abbastanza lontani dalla sezione in z =0 abbiamo che
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per I'ipotesi 8.3 del Problema di Saint Venant. Mentre per valori piccoli di zla superficie tende
evidentemente a diventare il piano z =0. Allora si pu0 scrivere in conclusione

I E 2

2
= M, = (M, )| &
8.46) (Z):—y §+z—§——( j Zi=0
Ma si scopre che questo non ¢ altro che il piano tangente alla 8.43 (la sezione deformata, prima
delle approssimazioni) in corrispondenza del suo baricentro (per avere la posizione del quale si deve
imporre nella 8.43 £ =7 =0). Infatti I’equazione di tale piano &

X y Z—f X y Z—f
oS o) ) |, M., M, o |-
o0& |e=0 o0& &0 o0& |e=0 IE  )eo I E " |e0
7=0 7=0 7=0 7=0 7=0
w.n)  w&m)|  9zén) oM., (1_UMX . M,
/AN B A = LA LE | LE Jeo 1ET|e
M - -
x yii g ¢
2LE M_x 1(M. )5 &
= 0 0 [=——=Fy——| == ~-Z=0
M s Ingy 2(IXE;j;+Z £=0e
0 1 x P
I1.E
M, > > 1( M) 5,
—y =l | = =0
< yIXEg e 2(1}(}5};

Si voglia ora considerare la giacitura di tale piano. Dalla Geometria Analitica sappiamo che un
vettore ortogonale al piano ¢ senz’altro il seguente

(5 ML
v( )= 0 - i1 1
I E
Se andiamo a prendere invece il versore tangente alla deformata dell’asse geometrico nel punto
corrispondente al punto (0,0, f ) della configurazione indeformata troviamo che esso vale

s
847) T(F)= i
M, 5
(IXE g“j +1

E come si vede i due vettori sono paralleli (e qui non ci sono approssimazioni). Si & giunti allora a
due importanti conclusioni sulla deformazione della generica sezione: se si ammette ’ipotesi delle
piccole deformazioni (passaggio 8.44 —8.45) e la forma oblunga della trave (passaggio 8.45 —
8.46) si puo affermare che

~
t
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® e sezioni rimangano piane
e e sezioni sono ortogonali alla tangente portata alla deformata dell’asse geometrico in
corrispondenza del loro baricentro

Questi due punti costituiscono il cosiddetto Principio di Conservazione delle Sezioni Piane.

e Rotazione della generica sezione. Voglio ora calcolare 1’angolo a = a(¢) (indicato in figura)

del quale ruota la sezione originariamente in z=¢ . Si pud usare a tale scopo il vettore f({ )
trovato in 8.47. Da considerazioni geometriche elementari si evince che

M

-T, IE ¢ M,
tan @ = = = 4
T, 1 IE

Considerando poi che lo sviluppo di McLaurin della funzione tangente & dato da

sin @

3

& +ola’)=a+ola?)
cos o

a=0

o+

a=0

tan o = tan ¢ +

a=0

cos’

e che per I'ipotesi delle piccole deformazioni tan &, e dunque «, € piccolo, possiamo scrivere in
conclusione

M
8.48) o =—*
) TS

¢ Il lavoro di deformazione pud essere calcolato come il potenziale elastico accumulato dalla trave
dopo la deformazione:

2

1 1 1M, ~
L= lq)(gz:f Jav = El%%dv :E.V["zgzdv = Eh—zElyde =
M 2 l 2

M
LM, jydAjzdzzl e
21°Ey 3 21E

X

1Ml
2 1.E

8.49) L=

Oppure puo calcolarsi attraverso il teorema di Clapeyron. Tuttavia, in base alla espressione 7.1 di
tale teorema, dovremmo conoscere la sollecitazione esterna superficiale in termini di forze, mentre
qui sappiamo solo che ¢ riducibile a una coppia e a una risultante nulla. Allora, visto che per il
principio di Saint Venant, la reale sollecitazione esterna non conta, ma conta solo la sua riduzione,

considero la pitt semplice sollecitazione equivalente alla coppia M =M i, ovvero le due forze

M

D :0, =— = — X D :O,: =
plx=0,y=-a) 4 p(x=0,y=aq) 4

X
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applicate nei punti indicati, dove si intende che la sezione della trave si estendada y=—a a y=a.
Allora posso applicare il teorema di Clapeyron considerando questa sollecitazione esterna e ottengo:

e e e

2 2 2
=l o Mol M i aa=t xljdAlexlAlexl
2 2aA\ 1.E 21EAY 21 EA" 2 IE

'—-

Flessione retta lungo x

Sollecitazione

L’asse del momento della coppia coincide con un asse centrale di inerzia della faccia estrema

Stato tensionale

X

— — — — — _MX
o —O"y—crxy—crxz—cryz—o o, = i y

Spostamenti
M 1M, s o M
u=- =Xy v= ~\z"+uly —x w=—>=yz
Ty R Sl A
Deformazioni
E_UMX g_vM e—MX Y =y =0
! El Y & El Y & El o = Ve =V
Deformata dell’asse geometrico
~ El I
M_[T~- =
* ™ M.
. |
_:‘Ju’_Y ________________ A\ G
21, i
i M,
o =—"-2=2
| 1.E
N

La deformata pu0 essere approssimata (come indicato in figura) anche dall’arco di una
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circonferenza di raggio EI /M

Asse neutro e asse di sollecitazione

SRR oF
BTN

RS
FIEEHE

L’asse neutro di una sezione ¢, in generale, la retta lungo la quale lo sforzo relativo alla sezione
stessa si annulla. Nel caso della flessione retta lo sforzo ¢ nullo lungo 1’asse centrale di inerzia della
sezione che risulta parallelo al momento applicato.
L’asse di sollecitazione di una sezione ¢, in generale, I’asse passante per il baricentro della sezione,
che sia ortogonale all’asse del momento applicato.

Lavoro di deformazione della trave

2
LM
2 El,

Rappresentazione grafica qualitativa

Significato dei simboli

I : momento centrale di inerzia della generica sezione della trave rispetto all’asse centrale di

inerzia x
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¢ Flessione retta lungo I’asse y. Puo essere utile considerare anche il caso in cui I’asse della coppia
sia concorde con I’asse y . Lo stato tensionale ¢ evidentemente

M,
c,=0 0,=0 o, =——x

8.50)
7.=0 7._=0 T, =

Xy Xz vz

Gli spostamenti, con alcune considerazioni® basate sulla figura qui riportata e in base alle 8.38 si
scrivono

= M ey =Msiny
M. er=Mcosy L s

§7 ﬁLf?

< G -
¥y ¥
M
SELATR
8.51) = M‘y
. v—vaExy
w——My X
= 74
1 E

Possiamo verificare queste formule ricavando le deformazioni e quindi le tensioni che possiamo
confrontare poi con le 8.50. Si calcola

ou 1M, M,
E, =—=——=0V2X=D—=X
ox 21E IE
£ :i:v =X
*dy ILE
S—a—w——Myx
0z 1 ,E
M M
8.52) 7,”:3_%@:1 Y (—2yv)+0—=y=0
dy ox 21E 1E

xz = Z)— > Z= X Z— 2 Z
© dz Ox 21},E I},E I},E I},E
dv ow

. =—+—=0+0=0
£ dz dy

M M M M
_Ou_odw _1 * (22) ,

? Non & sufficiente ruotare gli assi, bisogna anche ribaltarne uno. Poiché la cosa non & immediata (bisogna aiutarsi con
la figura) ho messo per esteso anche questo caso.
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Da cui, per le 6.21, si ha

I M M. M, )] M,
o= 26 (1-v) o—Lx |+ v—2x——2x _2Gw ¥, [1-v)+(@-1)]=0
, E IE" 1 1-20 IE

26 | M, M, M,
o, = (-} o—Lx |+ o—2x——Lx

1-20 I.E 1E™ 1,

I M M M M
o =26 —(1-0) yx+v[v "'x+vl ~"xﬂ 2G > (“1+0+207)=

26w M,

7 gl e-1l=0

P = x
5.53) C1-2v 1E 1LE , 1-2v" LE
' M, M, |
= E x—2(1+0+20%)= ! - X L (1404207 )= —x 2
(1+v)(1-2v)" LE 1-v-20"" I, ,
7,=Gy,=0
7.=G7,.=0
7,.=Gy,.=0

La verifica dunque risulta positiva. Riporto in una tabella quanto trovato.

Flessione retta lungo y

M, e:=Msiny

35/

\J\M

La

A
pd
e
/

A AR

i

e

Sollecitazione

L’asse del momento della coppia coincide con un asse centrale di inerzia della faccia estrema

Stato tensionale

M,
oc,=0,=0,=0,_=0,=0 0,=—x
2 I,
Spostamenti
: M M
y 2 2 2 Y X
u=— 7 +olx” — V=20 =——>xZ
Lol ) vmoi et
Deformazioni
M, M, M, 0
E =0V X E,=0 X =— =YV =V =
U EY STV EY ST T gt T




Rappresentazione grafica qualitativa

0.07 T
0.06 |
0.05 1
OZ.O4 i
0.03 T
0.02 T
0.01 T

of

8.6. Flessione deviata. Si parla di flessione deviata quando I’asse della coppia non coincide
con un asse centrale di inerzia della sezione della trave.

Se si considera I’angolo ¥ indicato in figura e detta M la coppia applicata, si ha evidentemente che

M =M cosy

8.54) M=Mi+M, j=(Mcosy)i+(Msiny)je M, =Msiny

Il principio di sovrapposizione degli effetti, valido per il sistema di equazioni del problema elastico,
ci garantisce che se troviamo la soluzione del problema elastico per le due flessioni rette (una
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relativa a M, 'altra relativa a M ) allora la somma delle soluzioni sara soluzione della flessione

deviata.

e Stato tensionale. Si ottiene sommando lo stato tensionale prodotto dalle due flessioni rette in cui
puo scomporsi la flessione deviata. Per la 8.34, mutatis mutandis, si ha allora

M
0,=0 0,=0 o, =—y
M, — Il
X M M
_Txy_o sz_o Tyz_o — N A o, =0 O'y=0 o, =— L x+ <y
- M >M=Mi+M j— ' I, I,
GXZO 0');:0 O'Z=——yx Txy:() sz:() Tyz:()
M, — I
7,=0 7,=0 7,.=0
M. s3:1 =AM cosy .-W__, e =Msiny
.
=
—1 _ z z
é G
¥ — v Z
¥ | ¥

OVVETO

8.55) o.=M|- 51111_7/x + C(;—S}/ c,=0,=7,=7,=0 inognipunto della trave

y x

¢ Asse neutro. Anche nel caso della flessione deviata si parla di asse neutro come di quella retta
sui cui punti la tensione della sezione si annulla. Ma nella flessione deviata 1’individuazione
dell’asse neutro non ¢ immediata: infatti nella flessione deviata 1’asse neutro non coincide, in
generale, con I’asse della coppia. Per individuare I’equazione dell’asse neutro si consideri che, nel
sistema di riferimento G,x’, y” (vedi figura), il campo delle tensioni si scrive

_sin ;/x,+ cos}/y, i
IV\' Ix

L’asse neutro, come luogo di punti in cui si annulla la tensione, ¢ allora identificato dalla equazione

__51n7x,+cos7/ 0 o ﬁzcosyf_i_sm;/q
1 1 1 1

y X X y

8.56)

Dove ho indicato con n un vettore parallelo all’asse neutro. Si osserva allora che I’asse neutro
coincide con I’asse della coppia se e solo se i due momenti centrali di inerzia della sezione sono
uguali. D’altra parte in questa evenienza ci ritroviamo nella flessione retta perché allora tutti gli assi
baricentrici sono assi centrali di inerzia e quindi I’asse della coppia coincide con un asse centrale di
inerzia.

89



~ ] //
/| = N

FELID

¢ Asse di sollecitazione. Resta valida la definizione di asse di sollecitazione fatta per la flessione
retta: I’asse di sollecitazione e 1’asse baricentrico ortogonale all’asse della coppia. Per ricavare
I’asse di sollecitazione si considera che il generico vettore a esso parallelo (e dunque perpendicolare
all’asse neutro) ¢ dato da

5(c)==(M,0) + (M )] = (M sin p)i + (M cos p)], 1€ [~ o0,00]
Quindi la rappresentazione vettoriale dell’asse di sollecitazione ¢

' {x =—(M sin y)t e [oo]

* yz(Mcos;/)t

Eliminando il parametro ¢ si ottiene I’equazione implicita dell’asse di sollecitazione

/’

X=—(Msiny=t=——=
M siny , ,
s =>xmy+1y=0&

y=(Mcosyt=1= Y

M cosy

8.57) x'(siny)+y(cosy)=0 <& 5=(-cosy)i+(siny)j
Dove ho indicato con s un vettore parallelo all’asse di sollecitazione.
¢ Spostamenti e deformazioni. Gli spostamenti, applicando ancora il principio di sovrapposizione

degli effetti, sono la somma degli spostamenti prodotti dalle due componenti della coppia.
Considerando dunque la 8.38 e 1a 8.51 si ha

M
uz—lel;xy u:%[ylyz(zz_l_v(xz_yz))
M
_ M (s 2 2 _
v==c : (Z +1)(y x )) U 4V vlyly?xy =
W:Mx . M,
1E’ YTTIET
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M
u=—vf1;xy+%lylyz(zz+v(x2—yz))
8.58) v=—l M, (Z2+v(y2—x2))+1)My Xy
' 21E JE
M, M
w= yZ——=XZ
IE” 1E

Per derivazione diretta o sommando le 8.39, 8.52 si ha

M y
£ =—V—y+0
I E I E

x y

X

M M,
E,=—V—=y+V X

x y
_Mx My
“T1ETLE
8.59) ¥, =0
7. =0
7,.=0

¢ Rotazione della sezione. Vediamo adesso come e di quanto ruota la sezione generica, posta
originariamente sul piano z = ¢ . Si puo procedere considerando che qui abbiamo due spostamenti
rotattori: uno intorno all’asse x, a cui possiamo attribuire, per la 8.48, il vettore rotazione

- - (M -~ [Mcosy .|+
=1 = X =

L’altro, intorno all’asse y, al quale si puo attribuire il vettore rotazione
- T M, = Msiny _ |-
”'v = = = =
[t

dove il valore di S ¢ stato dedotto, mutatis mutandis, sempre dalla 8.48. Dunque lo spostamento
rotatorio complessivo risulta dalla somma di questi due spostamenti e vale

F($)=7()+7()=all)i + B =

8.60) Mcosy . |- |[Msiny .|- M . cosy- siny-
( T T A

X y

Si vede cosi, confrontando con I’espressione di # nella 8.56, che la rotazione di ciascuna sezione
avviene intorno all’asse neutro. Dobbiamo adesso valutare I’entita dell’angolo di rotazione: esso ¢
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pari al modulo del vettore 7. Per cui, detto ¢(¢) I’angolo del quale ruota la sezione in z=¢
intorno all’asse neutro, si ha

. M _ |cos’y sin’
8.61) ¢(;):|r|:fg\/ 127’+ v

y

2,
B, S —
&

In genere si esprime questo angolo in funzione dell’angolo @ fra 1’asse neutro e 1’asse momento.
Considerando allora che

. 2 .2
i MCOS7COS7+MSin7Sln7 cos”y  sin”y
M- I, I, I, I
cosf = |# = = = L= = y2 &
= ; ;
M\/cos y sin"y \/cos27/+sm27/
I, I, I, 1,
2 =2 2 .2
cos27/+sm27/: cos"y sin"y |/ g
I, I, I, y
segue
M cos’y sin’y
8.62) ¢(&)= +

Ecos@ 1° 17

y

Si osservi che questo angolo ¢ definito positivo, d’altra parte in caso contrario lo avrei dovuto
chiamare anomalia anziché angolo. Il verso della rotazione comunque si ricava immediatamente
considerando il verso della coppia.

¢ Deformata dell’asse geometrico. Vediamo cosa succede all’asse geometrico della trave
sottoposta a flessione deviata. Voglio intanto dimostrare che 1’asse geometrico si deforma restando
comunque tutto contenuto in quel piano che contiene I’asse z ed ¢ perpendicolare all’asse neutro.
Tale piano prende il nome, in analogia con quanto visto per la flessione retta, di piano di flessione.
Intanto il fascio di piano che contiene 1’asse z si puo scrivere 7 : Ax+ gy =0. Dunque il generico

vettore a esso ortogonale si scrive ¥ =(4 ). Imponendo il parallelismo con 1’ asse neutro si trova
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I, cos sin
COSY Sy

8.63) . > y=0 <« pianodiflessione

X y

Considerando le 8.58 abbiamo che i punti dell’asse geometrico, a deformazione avvenuta,
assumono le posizioni

X = lﬂ é‘ 2
21E
1M
8.63.b){y=———2? e 0,1l
)y ZAEi {elo.]
=¢
prano M, 7 .
li flessione ~ 57 = proiezione
ALLesSIe 2LE della defonuata_

sul planox =0 R
deformata

dell'asse
geometrico

r 72
M,/

"’? A
2LE
J;

proiezione

della deformata

sul prano y =0
asse di
sollecitazione

asse
neutro

Questi punti soddisfano I’equazione del piano di flessione?

1 M, 1M cosy1 M, siny1 M
Ax=a 2ty = a2, vy L Y £ o2
21 E 21E I, 21E I, 21E

y

_ M sinycos ¥ (1-1)=0
21 1 E

93



Dunque I’asse geometrico si deforma restando nel piano di flessione, nella flessione deviata
come nella flessione retta.

¢ Lavoro di deformazione. Il calcolo puo essere fatto sia partendo dal teorema di Clapeyron che
partendo dalla espressione del potenziale elastico. Considerando il teorema di Clapeyron, se
facciamo le considerazioni fatte nel caso della flessione retta, abbiamo

8.64) L,=—M-7(l)

2 2 .2 2 M 21
% 1M l[cos 7+sm 7]21Mxl+l y

2 E | I I, | 2 EI  2E,

X

dove ho fatto ricorso al vettore rotazione indicato in 8.60. Confrontando con la 8.49 si vede che il
lavoro di deformazione coincide con il lavoro che farebbero le due componenti del momento se
agissero separatamente sulla trave. Questo comporta, in base alla 7.13, che sono nulli in questo caso
i lavori mutui. E questo ¢ d’altra parte ovvio se si pensa che M non fa alcun lavoro durante la
rotazione della sezione intorno all’asse x; cosi come M non compie alcun lavoro durante la

rotazione della sezione intorno all’asse y.

Un sistema fisico di questo tipo, cio¢ in cui si annullano i lavori mutui, ¢ detto sistema ortogonale
energeticamente.

Vediamo adesso come calcolare il lavoro di deformazione usando invece 1’espressione del
potenziale elastico:

L= J'db(gi,. )dV = lJ'al.,.gl.,.dv = lJ'szgzdv =
Vv ‘ 2V o 2V

M M M M
:lJ- xy— Y x Xy— Y x |dV =
2 I Iy I E I),E

M. M M (M, M. \m M. Y M.
:lJ- Ly—= de+lJ- Lyl ——=x dV+lJ- -—2x | de+lj -——=x|—-—=xdV
201, " 1.E 201\ LE 20\ 1, ILE 201 I.E

x ¥

Per il secondo e il terzo integrale si ha

1M, [ M
29 1 I,E

X

1M M 1M M L | M M
xldV=—-———"2—"20yxdV=——""|yxdA|dl =————| yxdA
} ZIXIE'[y IIE'[y '[ ZIIE'[y

y Vv Xy A 0 xX=y A

1 M. M 1M M 1M M. L M M.
—J. x-Sy dV=—x }—"jyde:—— - jydijdlz—i - jydi
201, '\ LE 21, 1.E 2 1 1E 2 I1E"

\% Vv yox A 0 yox

Si vede intanto che questi due integrali sono uguali, il che farebbe pensare al teorema di Betti, ma
qui si tratta di lavoro delle tensioni interne e non di lavoro della sollecitazione esterna. Comunque
quello che ci interessa ¢ che i due integrali sono nulli essendo evidentemente nullo I’integrale di xy

su A . Dunque abbiamo

1M > 1M
=T [yav e [xav =
21°E; 217Ey

i
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2 1 M,z 1 Mvz le
:lMTXIyZdAIdZ+l 2“ IXZdAIdl:lM 1 Y I‘,l IM l 1 y
21°E5 3 217E% 4 21°E " 201E 2 LE 21),E

y

E ritroviamo il risultato 8.6.

Flessione deviata

Sollecitazione

L’asse del momento della coppia ¢ un qualunque asse passante per il baricentro della sezione
estrema e giacente sul piano della sezione stessa.

Stato tensionale

i M M
O =0 :6/(":0'”:0'}’7:0 0'7:M(COS7/y_Sln}’x]: xy_ }x
: ) ) 1 1

' ’ ‘ x Iy Iy
Spostamenti
Mx 1 MV 2 2 2 x 2 2 MV
u=-0v +——=\2" +0\x" — V= Z-+0 — X))+ V—
M s 1 ol ) L2l )0
M M,
W=—=y7——-1x2
I E LE
Deformazioni
y M MV
g = - —X £, =—Ly——=X
IXE I, E IXE LE © IE LE
7/xy = 7/)(2 = 7)’2 = 0
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Deformata dell’asse geometrico

Asse neutro e asse di sollecitazione

N
- M e, =Msiny
;]Urx €1 =M cosy ¥ !

Lﬁi/

\mm

/fﬂ\
\GJ

7
.},/
X r;)-, —
y /
ﬂ asse di
/ sollecitazione /
: e X! G

D

W
J ) - Vv
K_/ csse ]‘ [ ’
neuiro ‘
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plano M, I* .
N - proiezione
q \ ) ; ~
diflessione 2LE della deformata
sul pianox =0 R}
deformata
dell'asse
geometrico
72
M7
3
2LE
. . ’1.‘
proiezione
della deformata
sul piano y=0
asse di
sollecitazione
0
aSSe
neutro
M

Rotazione della sezione originariamente in z = {', intorno all’asse neutro

B I 1>  Ecos@ | 12 172

X y X y

2 s 2 2 .2
(/)({)—%{\/C0827+Sm Y _ M cos 7+sm 4

dove @ ¢ 1’angolo fra I’asse momento e 1’asse neutro

n:_s1n7x,+cos7y,:() o s_COsys siny .
1 1 1 1

y x x y

asse neutro

asse di

sollecitazione K(siny)+yleosy)=0 &  §=(-cosy)i+(siny)]

Lavoro di deformazione della trave

_lel cos’ 7/+sin2 y _lszl_,_lM.vzl
2 E | I 1, ) 2 E 2 E,

X

E’ un caso particolare in cui il lavoro della somma delle sollecitazioni ¢ pari alla somma dei lavori
delle singole sollecitazioni.
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Rappresentazione grafica qualitativa

el
1]

Significato dei simboli

I : momento centrale di inerzia della generica sezione della trave rispetto all’asse centrale di

inerzia x
I, : momento centrale di inerzia della generica sezione della trave rispetto all’asse centrale di

inerzia y

8.7. Sforzo normale eccentrico. Lo sforzo normale si definisce eccentrico quando la
retta d’azione della forza applicata sulle sezioni estreme non coincide con 1’asse geometrico della
trave. In questo caso si riduce la sollecitazione spostando il carico sull’asse geometrico della trave e
introducendo una coppia pari al momento del carico iniziale rispetto al baricentro della sezione
estrema. In questo modo la sollecitazione iniziale risulta la somma di

® un carico normale centrato
e una flessione retta intorno all’asse x
¢ una flessione retta intorno all’asse y

e Stato tensionale. Per il principio di sovrapposizione degli effetti & la somma degli stati tensionali
relativi alle 3 sollecitazioni semplici nelle quali pud essere scomposto lo sforzo normale eccentrico:

a N

sforzo normale centrato o, = n

: . @ _ Ny,
flessione retta di asse x o, = 7 y
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- . () _ Nx,
flessione retta di asse y o, = 7 X
y
sforzo normale eccentrico o.=N . + 3] Ly+ I—”x
x y

Introducendo i raggi giroscopici, cioe quelle due lunghezze p,, p, tali per cui

Ix:Apxz’ I :Apy2

y

abbiamo che la tensione complessiva si puo scrivere in modo compatto

N X
8.65) o, =— 142y

px py

7 X

¢ Asse neutro. Anche qui I’asse neutro ¢ quella retta sui cui punti la tensione di un data sezione si
annulla. Allora I’asse neutro lo troviamo imponendo o, =0, che porge

8.66) n:1+y—"2y+x—"2x=0 & asse neutro

X y

Cerchiamo le intersezioni con gli assi coordinati in modo da visualizzare la posizione dell’asse
neutro:
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x=0=1+ y"zy:O:y:—p—x
X yn

2

y=0=1+ x"2x=0:>x=— :

Vi .
dsSSe \\%
/
S
o

S
neutro
x/
\

Si possono allora fare le seguenti osservazioni:

® [’asse neutro non passa per il baricentro della sezione
® quanto maggiori sono le coordinate x,,y, quanto pil I’asse neutro si avvicina al baricentro

della sezione

La seconda osservazione si giustifica considerando che allontanando lo sforzo normale dal
baricentro diventa via via piu forte la componente della flessione su quella della trazione-
compressione e dunque ci si avvicina al caso della flessione deviata.

® Nocciolo centrale di inerzia. I materiali lapidei sono caratterizzati dal fatto di avere una scarsa
resistenza alla trazione. Per questi materiali, in caso di carico normale eccentrico, risulta allora
molto importante sapere se 1’asse neutro interseca la sezione: in caso affermativo infatti
necessariamente una porzione della sezione sara sottoposta a trazione (la restante parte sara
sottoposta evidentemente a compressione).

Intuitivamente maggiore ¢ la distanza del punto x,,y, dal baricentro della sezione e maggiore ¢ la
probabilita che 1’asse neutro intercetti la sezione: esistera allora un intorno del baricentro della
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sezione tale per cui se x,,y, ¢ un suo punto, allora I’asse neutro passa fuori dalla sezione. Questo
intorno € detto nocciolo centrale di inerzia.

Vediamo come si determina il nocciolo centrale di inerzia. Consideriamo una sezione i cui raggi
centrali di inerzia siano p_, o . Allora I’equazione dell’asse neutro si scrive (equazione 8.66)

yn xn _
I+—y+—5x=0

p)( p)/

Imponendo che i suoi punti x,y appartengano alla sezione A e esplicitando poi 1’equazione
dell’asse neutro rispetto x e y, si ottengono per x,,y, tante limitazioni quante sono le tangenti

esterne che possono essere condotte alla sezione. Queste limitazioni assumono in fine 1’aspetto di
un poligono avente tanti lati quante sono le limitazioni stesse. Per chiarire questo discorso ¢
necessario fare alcuni esempi con sezioni specifiche.

¢ Nocciolo centrale di inerzia per sezione rettangolare. Prendiamo la sezione rettangolare in
figura. Per i raggi centrali di inerzia si ha

1 > » 1
I.=hb—h>=hbp.~ = =—hn
x D P P 12
1 > » 1
I =hb—b’>=hbp = p  =—b"
' 12 Py Py 12
Dunque I’equazione dell’asse neutro si scrive
2b /ﬁ
1 w6
X \ h
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x,
bzx—O

8.67) 1+ IZ%y +12

Ora dobbiamo imporre che i punti dell’asse neutro non appartengano alla sezione o che siano al
massimo punti di frontiera della sezione, il che equivale a imporre appunto che I’asse neutro non
intercetti la sezione. Le condizioni sono evidentemente

8.68) |x|2§ U |y|2§

Esplicito adesso la 8.67 rispetto x:

Y
—b2—12y;yb2 ‘—bz—lzy;ybz 5 b‘—1—122y b
x= h = h 2—@——21<:)|xn|ﬁ——1—12y—;y(:)
12x, 12x, 2 6 X, 6 h
b Y b Y
—g‘—l—Ith Y[ < x, Sg‘—l—nhz y

11 che si traduce nelle 4 condizioni

Y.
—b—12h2 vb
L P L S—
xn— 6 yn h2
per b+12-2yv20& yy, >2——
y h* 12
b+12% yb
x>
" 6
b+12z§ Vb
X, <t 2
, per b+1zz; yh<0e yy, <=
b+122" yb
h2
x>
" 6

Considerando la seconda coppia di condizioni siha y, >0= y<0= y<—-h/2 =

y y
b+127"yb  bh—6""h
. h b Yy

8.69) r,—>x < < ] >0
) o 6 6 6 h I
—b=122%yb  —b+622b
8.70) r —x > h™ > h 5> 2%, G oy >0
1 n n
6 6 6 h

Sempre considerando la seconda coppia di condizioni si ha anche y, <0= y>0= y>h/2 =

102



Yn

b+12253b  b+62"b
8.71) r, —>x, < h™ < h <2 % U oy <0
6 6 6
—b-1222yb  —b-62"b )
8.72) r, > x, > 6h > 6h Z—E—y—h"b Uy, <0

Le 8.69, 8.70 definiscono 1 settori 1,3 del nocciolo centrale di inerzia. Le 8.71, 8.72 definiscono
invece i settori 2,4. Resta cosi provato che il nocciolo centrale di inerzia di una sezione rettangolare
¢ il rombo indicato in figura. Al medesimo risultato saremmo pervenuti esplicitando adesso la 8.67
rispetto y .

¢ Nocciolo centrale di inerzia per sezione circolare. Se R ¢ il raggio della sezione circolare
abbiamo

=>p, =

X

R nr syt B
4

Dunque I’equazione dell’asse neutro si scrive

Yn

R2

'xn
2
R

873) n:l+4-2y+4—2x=0 R +4y, y+4x,x=0

Poiché si vuole che esso non intersechi la sezione, la sua distanza dal centro della sezione deve
essere > R. Per calcolare questa distanza dobbiamo individuare il punto M intersezione fra 1’asse
neutro e la retta passante per il centro della sezione, a esso ortogonale. Il fascio di rette passanti per
il centro della sezione ¢ dato da

r:ax+by=0 Ya,be R

Un vettore parallelo all’asse neutro ¢ dato da
i=(-4y, 4x,)

e un vettore parallelo alla generica retta per il centro della sezione ¢ dato da
F=(-b a

Imponendo I’ortogonalita tra i due vettori si ha a=-4y, ,b=4x, dunque la retta per il centro
ortogonale all’asse neutro si scrive

r:=y,x+x,y=0

e la sua intersezione con 1’asse neutro &

103



R’y +4y’y+dx’y=0 |¥=—
R2+4yny+4xnx=0 Y Yu YTIE Y 4ynz+xn2
nnr: L= X =
-y, x+x,y=0 x=y" Ry,
Y y=-
4ynz+xn2

Ma allora la distanza dell’ asse neutro dal centro vale

d=\x"+y =
R*x’ R*y’
_ X, 2+ Yo
16y +x 16yn +x

e b al >\> R/3
-/

2R

Non resta che imporre che questa
distanza sia >R, in modo che
I’asse neutro non intersechi la
sezione:

R4

d* >R’ & — 2R &
16iyn +x, , y

2
(:)xn2+yn2 —(gj <0

<
<

Otteniamo allora che il nucleo centrale di inerzia € una circonferenza avente centro nel centro della
sezione e raggio pari a % di quello della sezione stessa.

¢ Analisi delle deformazioni. Le deformazioni si ottengono sommando le deformazioni dovute allo
sforzo normale centrato e quelle dovute alla flessione deviata. Il primo determina, in base alla 8.24,
un allungamento

874y Al=2y
EA

La seconda, in base alla 8.61, determina una rotazione della sezione originariamente in z=¢,
intorno a un asse baricentrico parallelo all’asse neutro, di un angolo

875 olt)= é,\/cos v, sin” ¥

I 2

y

dove

N; N
M =Nyx,’+y,> cosy= Ai[]” = zy,, - siny =— B o zx”
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¢ Lavoro di deformazione. Calcolo il lavoro di deformazione attraverso I’espressione del
potenziale elastico. Questa volta voglio, a scopo didattico, sfruttare 1’espressione del potenziale
elastico complementare 6.26. Si ha

¥(o, )=

iy )2 Jesg ey re+e)-
o’ +0,+0, —50.0,+0,0.+0.0 )+, 4T +7, )=

2
:LO'ZZZLN2 l+M+M —
2E 2E A 1 I,

2F

x Y

2 1 2.2 2.2
2E( A* 1, I Al TAI, T LI,

Questo ¢ il lavoro per unita di volume. Per avere quello complessivo ¢ necessario integrare sul
volume della trave. Si ha

2
L[:deva— Lz+y"f +x"f +2y”y+2x"x+2x"y”xy dVv =
2E; | A 1 I Al Al 1.1,

N[V y2 2 x, 2 y X X,y
=—{—+L2jy av+= [ x dv+2—"jydv+2—"jxdv+2%jxydv}:

2E(A* 17 17 Al Al oyy
2 2 l 2
NV CdA[di+ [ x 2dAIdl+2 Y dijde 22 [ xyav | =
2E\A* 170 Ty 1) Al AI)A LI,y
2 2 2 2]b 24
I oxl l l l
L LR L L N S S ST LS

2E\ A>T 1, 1, TAL 2|, AL 2| T

2E( A 2E\A* I,

X y X7y -a

2 2 2 2 2 2
) ) [ ) )
:N_(L+ Vn +x] +2 In);n jx‘lx_[ydyj N (V +yn_+xn_j
y

Si ¢ trovato dunque

N>y 1 N?x’l 1M 1M
8.76) L, = 1Nl+1 Yy +l al :lNl+l x +l .
2EA 2 EI, 2 EI, 2EA 2EI 2 EI,

il che ci permette di dire, confrontando con le 8.28, 8.64, che anche il caso dello sforzo normale
eccentrico costituisce, come la flessione deviata, un esempio di sistema ortogonale energeticamente:
ovvero 1 lavori mutui sono nulli, ovvero il lavoro di deformazione complessivo ¢ pari alla somma
dei lavori di deformazione delle singole sollecitazioni semplici (sforzo normale centrato, due
flessioni rette) immaginate operare autonomamente sul solido.
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Sforzo normale eccentrico

Zl

X

Sollecitazione

Il carico decentrato viene ridotto ad un carico assiale e ad una coppia, di
momento parallelo al piano xy . Dunque questa sollecitazione ¢ la somma di un

carico assiale e di due flessioni rette.

Stato tensionale

)
[
D
[
)
[

1

x y

Spostamenti

Si sommano gli spostamenti relativi al carico assiale con quelli delle due
flessioni rette.

Deformazioni

Si sommano le deformazioni relative al carico assiale con quelle delle due
flessioni rette.
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Allungamento dell’asse geometrico

Al :ﬁl
EA

Rotazione della sezione originariamente in in z = ¢, intorno all’asse
baricentrico parallelo all’asse neutro

_ M . |cos’ v, sin” ¥
0= [T

x y

con

Ny y .

M=N\/x2+y2 cosy=—">= n siny =— - _
! " M /x2+ 2 M [ 2 2
n yVl xn +yVl

Asse neutro

1 y"y+ =01+ n y+x—"2x=O
A Ix Iy px IO)'

Si rileva che in questo caso, a differenza del caso di flessione retta e deviata,
1’asse neutro non ¢ una retta baricentrale.

Lavoro di deformazione della trave

_IN(L Ly 1 _1N21+1sz+lez
"2 E\A 21, 21, ) 2EA 2El 2 E,

E’ un caso particolare in cui il lavoro della somma delle sollecitazioni ¢ pari
alla somma dei lavori delle singole sollecitazioni.

Significato dei simboli

I : momento centrale di inerzia della generica sezione della trave rispetto
all’asse centrale di inerzia x
I : momento centrale di inerzia della generica sezione della trave rispetto

v

all’asse centrale di inerzia y
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Capitolo 9. Sollecitazioni semplici: torsione

9.1. Torsione per sezioni circolari. Sulle due sezioni estreme della trave a sezione
circolare piena agiscono due coppie uguali in modulo e contrarie in verso (in modo che 1’equilibrio
meccanico sia rispettato), aventi asse momento sovrapposto all’asse geometrico della trave.

e Ipotesi sul campo degli spostamenti. Procedo con il metodo seminverso di soluzione, ma in
questo caso anziché ipotizzare la soluzione in termini di tensioni, la ipotizzo in termini di
spostamenti. Faccio le seguenti due ipotesi:

e detta @ =6(z) la funzione la quale fornisce ’angolo di rotazione della sezione in z , intorno

all’asse z stesso, rispetto alla sezione in z =0 (che si assume, come al solito, fissa rispetto
al sistema di riferimento), allora ipotizzo che sia

9.1) 0(z) = 0z, ze0,1]

dove O ¢ una costante reale e dove si assumono positive le rotazioni antiorarie (rispetto
all’asse z);

e Ja generica sezione resta piana durante la deformazione, ovvero comunque si fissa Z in
[O,Z ] risulta

w(x,y,Z)zO, Vx,ye A

¢ Deduzioni sugli spostamenti. Adesso, date le due ipotesi di cui sopra, vediamo cosa possiamo
dedurre su u(x,y,z) e v(x,y,z). Poniamoci sulla generica sezione: per quanto detto essa &
sottoposta a uno spostamento di rotazione attorno all’asse geometrico della trave; poiché questa
rotazione ¢ piccola (ipotesi delle piccole deformazioni) possiamo esprimere lo spostamento
rotatorio con la formula semplificata che porge

Pk
S(P)=6(2)kxGP=10 0 6(z)=-y8(z)F +x6(2)} = —yz07 + x:0]
X y Z

dove si intende che G ¢ il baricentro della sezione e P ¢ il suo generico punto. D’altra parte questo
spostamento si scrive anche

— ~ A

S(P)=ulx,y,2)i +v(x, y,2)]
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Per cui confrontando (e ricordando la seconda ipotesi fatta) si trova

u(x,y,z)=—-yz0®
9.2) v(x, v,z) = xz0 V(x,y,z)e allatrave
w(x, v, z) =0

Vorrei far notare come il campo degli spostamenti
9.3) §(x,y,z)= @Zlgx(xiA+ y})

assomigli molto a un campo circolare, se non fosse per quella dipendenza dalla z nel primo termine
del prodotto vettoriale. Questo fa di S un campo vettoriale pit complesso, che ho voluto studiare
nella figura seguente (dove sono presenti riferimenti anche al sistema di deformazioni discusso nel
seguito).

. ehx
AZ ) i
K( :E__p:—_ - @>|/> Iﬁ::?

SO\

\
\
\
\
\
ll\
/
/
>
3]

\'P 1,
/ / AN / -
i /a 7\ \\'\\ 7
[ / —> /7 “ T S~

e // 1 /,’ R

) .
3(a)H3(r)- o2z

Yyé(?):g_% = ©@X,

¢ Deduzioni sulle deformazioni. Avendo gli spostamenti ottenere le deformazioni ¢ solo una
questione di calcolo di derivate parziali. Ecco allora tale calcolo:
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au(x, v, z) __ dyz® _

E = 0
* o0x o0x
g - v(x,y,z) _ 0xz0 _0
e = aw(x,y,z) _o
: 0z
y = du(x, y,z) N v(x,y,z) _ 0yz@ N oxz® 0
Y dy ox dy ox
du(x, y, z) ow(x, v, z) dyz®
Ve 0z 0x 0z Y
y = ov(x,y,z) N ow(x, y,z) _ 0xz0 PN
. 0z dy 0z
Riassumendo

X y y
Vo =
9.4) V(x,y,z)e alla trave
Y. =—y0O
Yy = x®

¢ Deduzioni sulle tensioni. Ricavo ora le tensioni a partire dalle deformazioni, utilizzando le leggi
di Hooke inverse 6.21:

9.5) V(x,v,z)e allatrave

¢ Verifica della soluzione. Adesso si deve verificare che la soluzione trovata in termini di tensioni
e deformazioni (o, se si vuole, di tensioni e spostamenti), verifica il sistema dell’equilibrio elastico
discusso nel paragrafo 6.11. E ci basta verificare le equazioni 1,2,3 (equazioni indefinite
dell’equilibrio), le equazioni 10,11,12 (equazioni al contorno per le tensioni) e la 13 (condizioni al
contorno per gli spostamenti), essendo le leggi di Hooke verificate in quanto usate direttamente in
quanto sopra. Per le equazioni indefinite dell’equilibrio meccanico si ha

o7,
1)80'x+ v 9% 050404020
ox  dy 0z
Jt,, do, 07T,
D— 4+ —+—L=00+0+0=0 < Equazioni indefinite dell’ equilibrio
ox  dy 0z
o7,
3 9% . %% 9% 650404020
ox dy 0z
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Vediamo ora le condizioni al contorno per le tensioni. Mettiamoci sulla sezione in z=1[ e
calcoliamo il momento totale, rispetto al baricentro, delle tensioni interne sulla superficie interna di
tale sezione:

A A A

GOy - X i j k
1}, = [i(P~k)xPGaa=[|| -Gox x| -y ||da=[lcoy -GOx 0da=
A 410 l M—x -y 1
R 2 5
l!;pdp!;cosada %(Sinaﬂzﬁ
.XZ R 2 2 O
=-GO| yi dA=-GO| I pdp [sin ada |=-GO %(cosaﬂz” =-GO| 0
A 2 2 0 0
n [ (7 +x?Jaa ! -
A

In definitiva si ¢ trovato
M. =-GOI k

Imponendo la condizione al contorno si ha
Mi+M=0&-GOI k+M k=0 GOI_ =M.

Per cui la soluzione trovata ¢ valida purché sia

R2
96) ©O@=—=, [ =aR’—
GI 2

Z
Si osserva che se M_ >0 allora anche ®>0 e dunque anche 0(z)>0,vze ]O,Z] il che ¢
congruente con la nostra scelta di considerare positive le rotazioni antiorarie.

Per quanto riguarda la verifica delle condizioni al contorno per gli spostamenti, si consideri che
abbiamo solo un vincolo di incastro alla estremita in z =0, dunque possiamo considerare verificata
anche questa condizione. Con ci0 la verifica della soluzione ¢ completa.

¢ Tensione massima. Vediamo dove si registra la massima tensione e quanto vale. Considerando la
generica giacitura e il generico punto della trave si ha

M
0 0 -——=y
1\4IZ I’lx —yl’lz
7(P,A)= 0 0 sz n, = IZ xn, =
M. M SR A G UL
-——=y < x 0
1 1
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MZ
I

4

MZ
I

4

‘Z(P,ﬁ)( = \/yznzz + xznz2 + (— yn, +xn, )2 = \/yznzz + xznz2 + yznx2 + xzny2 —2xyn.n,

Dobbiamo trovare ora il massimo di questa funzione in x, y, n,n,,n, vincolato dalle condizione
2 2 2 2 2 2
no+n +n-=len +n +n —-1=0

Usiamo allora il metodo dei moltiplicatori di Lagrange e imponiamo 1’annullamento del gradiente
della funzione

olx, y,nx,ny,nz,ﬂ) = \/yznzz +x°n +y’n’ +x°n " —2xynn, — /1(nx2 +n+n’ —1)

Abbiamo
a_¢ 3 x(nz2 +ny2)— yn.n, _0
ox \/yznzz + xznz2 + yznx2 + xzny2 —2xyn.n,
8(0 3 y(nz2 +nx2)— xn.n, _0
dy \/yznzz + xznz2 + )72er2 + )czny2 —2xyn.n,
p n,—xyn,
¢ = y y J - Zﬂnx = O
on, \/yznzz + xznz2 + yznx2 + xzny2 —2xyn.n,
0 x’n, —xyn,
? - E— ~2Jn, =0
on, \/yznzz + xznz2 + yznx2 + xzny2 —2xyn.n
a 2
9 _ e ~2An_=0

B 2 2 2 2
on, \/yznz +x’n +y’n, +x2ny —=2xyn,n,

3—2 = —(nx2 + ny2 + nz2 —1)= 0

Riscrivendo la 3°,1a 4° e la 5° ho

2
1 y'n, —xyn,
2 n’+x'n+y'n+x'n’ -2
nalyn +xn’+yn +xn’-2xynn,
2
1 x“n, —xyn,
2 e+ x’n+y'n +x'n -2
nayn +xn +yn’+xn, xynn,
1= xznz

B 2 2, 2 2, 2 2, 2 2
2nz\/y nS+xn +yn +xn’-2xynn,
Confrontandole a due a due si ha
2 2 .2 2
ynn, —xyn"~=xnn, —xyn,
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2 )
y'nn, —xynn, =xnn,

xynn,=0& nn, =0 <« acausa della simmetria assiale del problema

E il sistema di equazioni si riscrive

2 2
x(nz +n, )— ynn, = 0
2 2
y(nZ +n, )— xn.n, =0
2 2 _ 2 2
ynn,—xyn'~ =xnn —xyn,
nn, =0
nn, =0

2 2 2
n.+n +n -1=0

Si hanno allora le due possibilita n, =n, =0 oppure n_ =0. Considerando la prima si ha

x=0 y=0 n,=n=0 n =1

Ma per n, =n =0 risulta che il punto x=y =0 ¢ un punto estremale di minimo. Ed essendo, in
tale giacitura, la tensione data da

0 0 —sz
Iz 0 -y M
f(pi)=| o 0 A;sz OJILX ‘t 1| |/7
M M ‘ 1 10
—I'y I'x 0

se ne conclude che la tensione massima si ha nelle giaciture parallele all’asse geometrico, €
tutta tangenziale e vale

_Im
9.7) Ty i R

Z

¢ Lavoro di deformazione. Uso questa volta, per il calcolo del lavoro di deformazione,
I’espressione 6.10 del potenziale elastico. Ho

e N 2 2 g 2 2 2)_
d)(g,.j)— 1_20(8X +e, +eE, )+2G1_20(8xey+gxgz+gygz)+ 2(7)@ Ve T, )
G G( M/ M M

Questo ¢ il lavoro di deformazione per unita di volume; integrando sul volume della trave si ha:

f _

]

T

]i j(pz cos’ a + p’sin® a')pdafdpdz =
00

O"—:Z:

2(;1 J 2GI°

Z
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M1 5°F MRk Mlr R* Ml R*1 M’ 1 1M°
- 2J-J.p3da(dp: p— J- ‘dp =—= 2, T ZzﬂRz__: o=
2GI" ¢ %, 2GI® 3 GI” 4 GI. 22 GI” "2 24,
orsione per sezioni circolari
T 1
Z

Sollecitazione

Su ciascuna sezione agisce una coppia con piano coincidente con quello della sezione
stessa. I due momenti sono dunque paralleli all’asse geometrico della trave.

Stato tensionale

Zy sz:sz

Z Z

o.=0,=0,=7,=0 7, =-

Massima tensione

La tensione massima si ha nelle giaciture parallele all’asse geometrico, ¢ tutta
tangenziale e vale

M.
T =—R

max
1

Spostamenti

. M.
u=——->=yz v=—7=xz w=0
G, G,

Deformazioni

e =€, ==y =0 vy ——ﬁ V4 —sz
X y z xy X G IZ y zy G I

Angolo di torsione

M
O\z)= 0Oz = —= 7z (radianti
(z)=0z Tk ( )

Sono considerate positive le rotazioni antiorarie rispetto all’asse z

Lavoro di deformazione della trave

2
LMl
2 1.G

Significato dei simboli

I,: momento centrale di inerzia della generica sezione della trave rispetto all’asse
centrale di inerzia z
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Momento di inerzia utile della sezione
RZ
I, =7mR>—
2

9.2. Torsione per sezioni qualunque. Abbandoniamo I'ipotesi restrittiva che la
sezione sia circolare e cerchiamo la soluzione del problema elastico.

¢ Ipotesi sul campo degli spostamenti. Procedo con il metodo seminverso di soluzione,
ipotizzando la soluzione in termini di spostamenti. Faccio le seguenti due ipotesi:

e detta 8 = 6(z) la funzione la quale fornisce ’angolo di rotazione della sezione in z, intorno

all’asse z stesso, rispetto alla sezione in z =0 (che si assume, come al solito, fissa rispetto
al sistema di riferimento), allora ipotizzo che sia

9.8) 0(z) = 0z, ze[0,1]

dove ® ¢ una costante reale e dove si assumono positive le rotazioni antiorarie (rispetto
all’asse z);

® se la sezione non ¢ circolare mi attendo che la sezione si ‘ingobbi’” almeno un po’, ovvero mi

attendo che lo spostamento lungo la direzione dell’asse geometrico non sia nullo e in
particolare ipotizzo

9.9) w(x, v,2)=0f (x, y), Vx,y,z€ Q
cioe ipotizzo che I’accartocciamento sia il medesimo per ciascuna sezione della trave.

Nella 9.9 si ¢ messo in evidenza la costante ® perché nel seguito della trattazione questo semplifica
i calcoli. La funzione in 9.9 ¢ anche detta funzione di ingobbamento.

¢ Deduzioni sugli spostamenti. Ragionando come nel caso della torsione per travi a sezione
circolare (vedi formula 9.2) e considerando inoltre la 9.9 abbiamo

u(x,y,z)=—-yz0®
9.10) {v(x,y,z)=xz0 V(x, y,z)e allatrave

w(x, y,2)=0f(x,y)

® Deduzioni sulle deformazioni. Per derivazione delle 9.10 abbiamo

£ =¢€,=£=0

Vo = g_;t+g—;=—z®+z®:0
9.11) y. = ?TZJ’?;;V 0+ ®afS;y)

7»'z:g_i+g—;v=x®+®%y’y)
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¢ Deduzioni sulle tensioni. Ricavo ora le tensioni a partire dalle deformazioni, utilizzando le leggi

di Hooke inverse 6.
0,=0,=
T, = 0

9.12) T, = G@(
T, = G@[

21:

o =0

Z

of (x, y)

axj
|

of (x,y)
X +—ay

¢ Verifica delle equazioni indefinite dell’equilibrio. Intanto vediamo se la soluzione 9.21 ha una

forma tale da soddi

sfare le equazioni indefinite dell’equilibrio. Si ha

do. 0T, Ot
L —+—2=0+0+0=0
ox  dy 0z
9%y 9% 9% _§4040=0
ox  dy oz -
dr, 97, do I’ flxy) 9°f(xy) I flxy) 9 flxy)
xz ¥z t =GO ’ ’ =0 2 =~ =0
ox " dy 0z ( ox’ i dy’ < ox’ i oy’

Dunque le equazioni indefinite dell’equilibrio sono soddisfatte se e solo se la funzione di
ingobbamento soddisfa la relativa equazione di Laplace'

9.13) V*f(x,y)=0

Una cosa interessante da notare & che una funzione che risolva la 9.13 ¢ una cosiddetta funzione
armonica, caratterizzata dal fatto di assumere 1 valori massimi e minimi sulla frontiera del suo
insieme di definizione (vedi ad esempio Fusco-Marcellini-Sbordone, Analisi Matematica due, pag.
212). Questo ci fornisce una prima idea del tipo di ingobbamento subito dalle sezioni.

M e

z

3

C

Y Y'

¢ Verifica delle condizioni al contorno sulla superficie laterale. Sulla superficie laterale, per le
ipotesi stesse del Saint Venant (ipotesi 8.5) non abbiamo nessuna sollecitazione esterna. Ma allora

! Nel caso pil generale in cui a secondo membro della 9.13 si abbia una funzione (eventualmente anche costante) si
parla di equazione di Poisson.
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sulla faccia interna della superficie esterna debbono annullarsi le tensioni interne del solido.
Dobbiamo cioe avere

{(P-i(P))=0< - (P,i(P)=0 = 7(P,A(P)=0

0 0 [—y+§%§lg
=GO 0 0 x+afg;’y) Zy SIP=
<$[—y+§%§lgm+(x+ﬁ%%ﬂ}%=Oc$

org ), (o)

5 n, n,=yn_—xn
X

ay Y x y

Dove si intende che la funzione #=7(P) fornisce, punto per punto, il versore normale alla

superficie laterale della trave. Per scrivere in maniera pili espressiva questa relazione consideriamo
la frontiera della generica sezione, cioe la dA indicata in figura. Introdotto un sistema di coordinate
polari e detta y la curva che descrive dA abbiamo

[x=x{a)= pla)cosa
7{y=ﬂ®=p@hma

e dunque il versore tangente, punto per punto, alla frontiera della sezione si scrive

A

x(@)i + y(@)]
RS

e in definitiva il versore normale, ci0 che ci interessa, si scrive

T=

9.15) h= (@) - x(a)i
Jie) 5]

Dunque sostituendo la 9.15 nella 9.14 abbiamo

yy(@)+xx(e)
R

Allo scopo di scrivere la 9.16 in maniera pill compatta si consideri che

9.16) Vf(x,y)-A=
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P@)=xaf +r@)f  sla)= TJ(;@)Z ()] da

0

dove si intende che s = s(&) & un sistema di ascissa curvilinea. Allora riprendendo la 9.16 si ha

VF(x,y) A= y;(a)+xx(a) 1
(@) ()

Considerando ora la funzione inversa a = s~ (s) = a(s) e ricordando che la derivata di una funzione
¢ pari alla derivata della sua inversa alla meno uno, allora

d(x(@) + (@) )da _ 1 dp*(a)da _ \dpla)dar

\/(;c(a)j2+(;(a)j2 :% ds(a)/do -7 ds(a)/da

> . dpla)/da dp(a) dals)
Vilx,y)-n=pla)———=pla

f(x, ) 2= pl )ds(a)/da pla) P
Considerando poi la funzione composta p(s)= p(a(s)) e ricordando la regola di derivazione delle

funzioni composte perveniamo alla conclusione che le condizioni ai limiti per le tensioni relative
al mantello della trave si traducono nella seguente condizione per la funzione di
ingobbamento:

dp(s)
ds

9.17) Vf(x.y)-i = pls)

¢ Tutte le condizioni per la funzione di ingobbamento: problema di Neumann. Adesso
riassumo le condizioni che deve verificare la funzione di ingobbamento affinché la soluzione 9.10
verifichi il problema elastico in esame. La verifica delle equazioni indefinite dell’equilibrio elastico
si traduce nella 9.13, mentre la verifica delle condizioni ai limiti per le tensioni sul mantello della
trave si traduce nella 9.17. Dunque si conclude che la funzione di ingobbamento deve risolvere il
problema

Vf(x,y)=0 V(x, y)e A

9.18) .
) Vf-h= p(s)dp—(s) VPe 0A
A)

Abbiamo dunque una equazione di Laplace con condizioni al contorno sulla derivata direzionale,
lungo la direzione normale. Questo genere di problema ¢ detto problema di N eumann’.

La prima cosa da considerare adesso ¢ vedere se le due equazioni che debbono essere soddisfatte
sono compatibili. Poiché il teorema della divergenza ci dice che

Wf.ﬁdszjvzfdA

allora condizione necessaria affinché la 9.18 sia verificata & che risulti

2 Nel caso in cui la condizione al contorno non fosse stata sulla derivata direzionale ma sulla funzione stessa, allora
avremmo avuto quello che si chiama un problema di Dirichlet.
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9.19) Wf.ﬁds =0 Ip(s)dflis)ds =0
4 4

D’altra parte si ha

.[p(s)dp(s)ds = J-p(s)dz(;) dZES)ds = Tp(a)d’fl—(;)da = %poz(a)da = lpz(a)(” =0

Dunque la 9.19 ¢ verificata. Se cosi non fosse stato allora in nessun caso il problema 9.18 avrebbe
ammesso soluzione. Ma allora, dalla Analisi Matematica, sappiamo che il problema di
Neumann e risolubile e la sua soluzione € unica. Per ulteriori approfondimenti in merito si
rimanda a testi specializzati.

¢ Verifica delle condizioni al contorno sulle sezioni estreme. Vediamo adesso se la soluzione
proposta 9.12 ¢ in grado di soddisfare le condizioni al contorno relative alle sezioni estreme. In
pratica, considerata la sezione in z =/, dobbiamo provare che le tensioni interne agenti sulla faccia
interna della sezione stessa diano luogo a una sollecitazione ridotta che sia equivalente alla coppia
torcente cambiata di segno. Studiamo allora prima la risultante delle tensioni interne e poi il
momento risultante, calcolato rispetto al baricentro della sezione.

e [l calcolo della risultante porge3

0 0 _y+8f(x,y)
ox 0
F =7 (x, y-it)dA =-GO | 0 0 x+af(ax’y) 0 |dA =
A A y
f (x,y) of (x,y) I
_ 0
y+ o x+ %
of (x. f (x, y)
:—G@j x+M dA =—-GO deA+IMdA -
A dy A W oy
0 0
of (x,y) of (x,y)
_AyG +£TdA :[ ax dA
~GO AxG+jMdA =—GO jaf(x’y)dA
Y A 0y
0 0

Ricordo ora le formule di Gauss-Green per le quali

? In questi passaggi si chiarisce per quale motivo nella 9.9 si & messa in evidenza la costante ®: in questo modo &
possibile avere delle formule piu semplici e chiare.
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f (x, y) of (x, y)
S dA = a{f(x,y)dy j 5y A= a{f(x,y)dx

|

Si consideri ora che gli integrali a secondo membro sono integrali di forme differenziali
esatte calcolati su curve chiuse: essi sono pertanto nulli. Le forme differenziali integrande

sono esatte in quanto la funzione f(x,y) si presume continua e dunque, per il teorema di
Torricelli-Barrow (‘teorema fondamentale del calcolo integrale’), ammette primitiva. In

conclusione abbiamo trovato allora F =0, il che rispetta la condizione ai limiti (per le
tensioni) sulle sezioni estreme.

Il calcolo del momento risultante rispetto al baricentro porge

M(G)= [7(Ps—it)x PGdA =
A

0 0 _y+af(x’y)
ox 0 —X
=-Go| 0 0 x+af§“’y) 0[x| = y|da=
A y
1 0
_y+8f(ax,y) RCACS) 0
X ay
_y+<9f(x,y)
LNE: ik
~Go| L Tly) y liA=ce] s ley)oley)
A ay A E)x ay
0 0 X y 0
0
=Goe[|0 JA =
! —y2+af(x’y)y—x2—af(x’y)x
ax ay
0
=GO| 0 =
I(‘y2+af(x’y)y—x2—af(x’y x]dA
A ax ay
0
=GO| 0 —
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0
=GO| 0

1 +£(8fg);y)y_8fg;,y)deA

Abbiamo dunque trovato

M(G)= —G@[IZ —j(afg; ), afg;’ y)x]dAjié =

e

dy ox

9.20)

In definitiva la condizione ai limiti sulle tensioni relativa alle sezione estreme si riduce alla

9.21) G@(IZ +j(af(ax’y)x— afg"y) deA] - M.
AN x

che, definendo come fattore torsionale di rigidezza 1’integrando della 9.20

9.22) J, ilz +J’(af(ax,y)x_ afgx,y)yjdA
) y X

si riscrive come
9.23) GOJ, =M,
da cui si ricava
9.24) ®@=M_/GJ,

Si deve osservare che il fattore torsionale di rigidezza dipende esclusivamente dalla forma della
sezione: infatti la funzione f dipende essa stessa esclusivamente dalla forma della sezione, come si

evince dalle condizioni 9.18, per cui il secondo membro della 9.22 risulta completamente definito
allorché sia definita la forma della sezione.

Si possono poi fare le seguenti ulteriori osservazioni:

e a parita del resto ® ¢ direttamente proporzionale al momento applicato, cosa molto
comprensibile se si pensa alla 9.8;

e a parita del resto ® ¢ inversamente proporzionale al modulo G, cosa altrettanto
comprensibile, se si considera che il modulo di elasticita tangenziale ¢ tanto maggiore
quanto maggiore ¢ la resistenza che il materiale offre alle deformazioni di scorrimento;
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e a parita del resto ® ¢ inversamente proporzionale al fattore torsionale di rigidezza J,, ma
questo richiede alcune considerazioni aggiuntive.

Il primo addendo del fattore torsionale di rigidezza ¢ il momento polare di inerzia della sezione:
dunque ¢ comprensibile che all’aumentare di questo, la rotazione della sezione generica intorno
all’asse geometrico della trave sara piu difficoltosa, cio¢ decrescera ©.

Il secondo addendo risulta essere I’integrale, sulla sezione, del prodotto scalare fra il gradiente della
funzione di ingobbamento e il vettore (-x,y)LGP: in qualche modo, non immediatamente
comprensibile, questo integrale ¢ una misura della capacita della sezione di ingobbarsi, ovvero di
assorbire energia elastica nel suo ingobbamento. E evidente che maggiore & la facilita con la quale
la sezione si ingobba, maggiore ¢ la frazione di energia fornita dalla coppia che viene assorbita
dall’ingobbamento a discapito della rotazione, ovvero di ®. E dunque ® decresce al crescere di J,.

Ma per capire meglio come J, (in particolare il suo secondo addendo) possa indicare la capacita

della sezione di assorbire energia nell’ingobbamento ¢ oppurtuno approfondire le considerazioni
energetiche...

e Lavoro di deformazione. Utilizzando il teorema di Clapeyron abbiamo che il lavoro di
deformazione fatto dalla coppia torcente vale

1

9.25) Lezzﬂ-e(zzl)lgz M ®l=——1]

1
2 2J,G

Esaminando gli ultimi due membri vediamo che, a parita di lavoro speso dalla sollecitazione esterna
(ovvero di energia elastica immagazzinata dal solido) ’aumento di J, comporta che si abbia una
coppia piu forte (ultimo membro) ovvero che ® (e dunque la rotazione della sezione estrema) sia
piu piccolo (penultimo membro). Dunque effettivamente il fattore torsionale di rigidezza e tanto
maggiore quanto maggiore ¢ la tendenza della sezione a assorbire energia per ingobbarsi
piuttosto che per ruotare.

Torsione per sezioni generiche

/ o
GI f-\ J’IZ (:"3
Z
P /o4
Q o -
X By S
Y Y'
Sollecitazione

Su ciascuna sezione estrema agisce una coppia con piano coincidente con
quello della sezione stessa. I due assi momento sono dunque sovrapposti
all’asse geometrico della trave
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Stato tensionale

. =0,=0,=7_=0 T,—&(ai—yj T}’z:&(ai.pxj

e =g \ox J 3y
Spostamenti
u=-2eye v=2ee w2 ()
GJ, GJ, GJ,
Deformazioni
M_ (9 M_(9

Funzione di ingobbamento

E’ la funzione f:A — R,(x,y)— f(x,y) che risolve il problema di
Neumann

2 2 i -
\)

La funzione di ingobbamento ¢ indipendente dalla sezione che si
considera; dipende esclusivamente dalla forma della sezione

Angolo di torsione

0(z) = Oz (radianti)

0= a (angolo di rotazione per unita di lunghezza, in radianti/metro)
t

Fattore torsionale di rigidezza

J, =I,+I(a—fx—aiyjdA
©ooldy  ox

Il fattore torsionale di rigidezza dipende solo dalla forma della sezione; ¢
proporzionale alla tendenza della sezione ad assorbire energia elastica
nell’ingobbamento piuttosto che nella rotazione.

Lavoro di deformazione della trave
2
[ 1Ml
2 1G
Significato dei simboli
I, : momento centrale di inerzia della sezione rispetto la direzione

ortogonale alla sezione stessa (asse z)
[: lunghezza complessiva della trave

9.3. Funzione delle tensioni. Per avere la soluzione completa della torsione, per travi di
sezione qualunque, abbiamo visto che si deve risolvere il problema di Neumann
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V2f(x,y)=0 V(x, y)e A
9.26) 4.
Vf i = pls) 420

\)

VPe dA

Come si vede le condizioni al contorno sono piuttosto poco agevoli da imporre. Questo sugerisce di
spostarsi sulla ricerca di una qualche funzione F', legata in qualche modo alla funzione di
ingobbamento, per la quale le condizioni al contorno diventino di piut agevole imposizione. Ebbene
se definiamo F attraverso le posizioni®

9.27)

e se consideriamo che per le 9.12 risulta in particolare

of (x,y) N o (x,y) 7,

= -X

ox GO dy GO

otteniamo per le funzioni F, f il legame

o (xy)_ 1 oF(xy),

9.28) ox GO dy
' o (x,y) __ 1 9F(xy)_
dy GO ox

Se sostituisco ora le 9.28 nella equazione di Laplace in 9.26 ottengo una identita (per il teorema
sulle derivate miste). Questo a causa della forma delle 9.28. Ma proprio per il teorema sulle derivate
miste si ha

1 oF
2 2 a(a(whyj o o))
' f(xy)_0f(xy)  \GO 9 _\ GO &
dyox oxdy dy ox
2 2
o LOFley) 1 OFlry)
GO 0y’ GO ox’

=

1

Otteniamo cosi come condizione per F 1’equazione di Poisson

azF(x,y) azF(x,y)
9.29 =-2G0O
) dy’ " ox’

Dobbiamo ora vedere quali sono le condizioni al contorno, cio¢ sul bordo della generica sezione.
Ricordo che il nostro obbiettivo ¢ quello di avere un problema con condizioni al contorno meno
ostiche rispetto a quelle del problema di Neumann 9.26. A tale riguardo si ricordi che le condizioni
al contorno per le tensioni sul mantello impongono che sia

* La logica di queste due posizioni apparira chiara nello sviluppo delle argomentazioni.
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0 0 7 _|\n, T .n +7.n
f(P-A)=0e|0 0 7,|n |=0|0 =0 7.n +7,n, =0, VPedA
T T 0 0

Dunque, sostituendo le 9.27 abbiamo la condizione al contorno

aF(x’y)nx—aF(x’y)n, =0 VF(x,y)-2=0, VPedA
dy ox

dove si intende che 7 & il versore tangente punto per punto a dA. Dunque la funzione F deve
essere costante in tutta dA. Poiché poi tale valore costante non ci interessa (a noi interessano le
tensioni nelle quali, secondo le 9.27, tale valore costante ¢ annullato dalla derivazione) imponiamo
che la costante sia proprio zero. In tal modo si ottiene la semplice condizione al contorno

9.30) F(x,y)=0, VPeodA
Dunque mettendo assieme le 9.29 e 9.30 otteniamo il problema di Dirichlet

0’F(x,y) , 0°F(x.y)
9.31) oy’ ox’
F(x,y)=0, VPecoA

=-2G0O®, VPeA

che va a sostituire il problema di Neumann 9.26. La funzione che lo risolve prende il nome, in virth
delle 9.27, di funzione delle tensioni. Il problema di Neumann ammette soluzione e la soluzione &
unica (vedi ad esempio Fusco-Marcellini-Sbordone, Analisi Matematica due, pag. 214). Una volta
ricavata la funzione delle tensioni ¢ immediato ricavare le tensioni grazie alle 9.27. Per quanto
riguarda il fattore torsionale di rigidezza, in base alla 9.22 e alle 9.28, si ha

J,=IZ+j(af(x’y)x—af(x’y)YJdA:Iz+I(—LMX—XZ—LMVYZ}IA=

dy ox GO ox GO Oy
:Iz_./[(xz+y2)dA_GI®J18F(—(;J)X+aF(—(;;y)yjdA:
=1 -1 - GI®J-(8FE(9);,y)x+ aF(,g;C’y)yjdA:—Gl®j(aF(_gi’y)x+ aFg’y)yjdA:
:__ (ag—f—F ag: jdA:— 1®j(a§f a;:jdA+—deA—

= (teorema della divergenza) — G_1® é[(XF n,+ykn y )dA + @J; FdA

Poiché la funzione delle tensioni deve essere nulla in ogni punto di dA abbiamo in conclusione

2
932) J =—=[F(x.y)dA
) J, G®£ (x, y)
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Questa espressione ¢ in funzione di O, tuttavia I’espressione della funzione delle tensioni € (per via
della equazione di Poisson che deve soddisfare) il prodotto di una funzione per ® stesso, il quale
dunque si semplifica.

Dovendo valere poi anche 9.24 per la quale ® =M _/GJ, , si ricava lo stesso ©.

Per le deformazioni si ha poi immediatamente, dalle 9.11, che
9.33) 1 OF _ 10F

Per avere gli spostamenti ¢ invece necessario ricavare la funzione di ingobbamento attraverso
I’integrazione delle 9.28.

Funzione delle tensioni
Definizione

Definisco funzione delle tensioni la funzione F :A — R, (x,y)|—> F (x,y)
attraverso le posizioni

che comportano il seguente legame con la funzione di ingobbamento

o bey)_ 1 Flry), 8F(x,y):G®(af(x,y)_ yj
ox GO Jy - dy ox
o bey) 1 OFlxy) " |0F(ny) o o ley),
dy GO ox ox dy
Problema di Dirichlet

In termini di funzione delle tensioni il problema della torsione si trduce nel
problema di Dirichlet seguente

0°F 9°F
d°x 9%y

=-2GO in A; F(x,y)=0 in 0A

Si osserva che sebbene I’equazione differenziale della funzione delle tensioni
sia pit complessa di quella della funzione di ingobbamento, tuttavia le
condizioni al contorno sono semplificate.

Stato tensionale
Si trova che lo stato tensionale ¢ esprimibile per mezzo della funzione delle
tensioni essendo

_OF OF

, . , = T, =——
X y Z Xy XZ ay 2 ax
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Deformazioni
1 B_F 1 oF

gx:gy:gzzyxy:o 7xz

G dy Ve G ox
Fattore torsionale di rigidezza

2
J == [F(x.y)dA
t G®£ (x,y)

La costante O si semplifica essendo F il prodotto di una funzione per ® stesso.
Angolo di torsione

G(Z) = @z (radianti)

0= gdjz (angolo di rotazione per unita di lunghezza, in radianti)

t

Funzione di ingobbamento

o or, w1 o
ox GO 9dy Y dy GO ox

La costante O si semplifica essendo F il prodotto di una funzione per O stesso.
Spostamenti

Z

GJ

M M
vz v:G—J‘”'txz W:GJZ flx,y)

u=-

t t

Vanno calcolati dopo aver ricavato la funzione di ingobbamento (per
integrazione della funzione delle tensioni).

9.4. Analogia della membrana. Si ¢ visto come I'introduzione della funzione delle
tensioni attraverso le posizioni 9.28 permetta di trasformare il problema della torsione per sezioni
generiche da un problema di Neumann, caratterizzato da condizioni al contorno sulla derivata
direzionale della funzione incognita, a un problema di Dirichlet, caratterizzato da condizioni al
contorno molto pitt manegevoli.

Ma I’introduzione della funzione delle tensioni comporta un altro significativo quanto inaspettato
vantaggio. Consideriamo infatti di stendere su un telaio coincidente con il bordo della generica
sezione della trave una membrana omogenea e diciamo che tale membrana sia soggetta alla forza
peso supposta diretta come I’asse z (vedi figura). Se indico con la funzione z=F(x,y) lo

spostamento che subisce il punto (x,y) della membrana lungo I’asse z, si dimostra’ allora che il
bilancio meccanico della membrana equivale alla condizione

VZF(x,y)z—g V(x,y)e A

> Per la dimostrazione si rimanda a Capurso, Lezioni di Scienza delle costruzioni, pag. 323; oppure alla appendice di
questo testo.
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essendo p la forza peso per unita di superficie della membrana e 7 la tensione che agisce su un

bordo di lunghezza unitaria, ovunque si immagini di tagliare la membrana. Inoltre deve essere, per
come abbiamo impostato il problema, verificata la condizione ai limiti

F(x,y)=0 V(x,y)e 0A

Dunque la funzione che descrive la superficie della membrana coincide, a meno di un fattore
moltiplicativo costante, con la funzione delle tensioni della sezione.

Ma la forma assunta da una membrana sottoposta al proprio peso si puo intuire
qualitativamente, dunque si puo intuire qualitativamente il valore del gradiente di F per ogni
punto della generica sezione della trave, dunque
posso intuire qualitativamente il valore della tensione
in ogni punto della sezione. Si fa piu precisamente il
seguente ragionamento:

e il vettore VF indica la direzione e il verso lungo
1 quali la membrana ‘risale’ le z; il vettore r si
ottiene ruotando in senso antiorario il gradiente,
e dunque resta determinato (qualitativamente) in
direzione e verso;

e il vettore VF @& tanto pill inteso quanto pil
rapidamente la membrana ‘risale’ le z; il vettore
{ ha lo stesso modulo del gradiente e dunque
resta determinato (qualitativamente) dal punto di
vista del modulo.

L’ affermazione che 7 si ottenga per rotazione antioraria

di VF ¢ di immediata constatazione: intanto i due
vettori hanno lo stesso modulo per le posizioni 9.27;
inoltre si ha

a; a} k| (7
— - F F
VExt=|— — 0|=|7, -7
ox dy i
t, t, 0) \Fa Ty

e dunque appunto 7 & la rotazione antioraria (rispetto all’asse z) di VF .

9.5. Torsione per travi a

sezione rettangolare. Ho - a

sperato di trovare, per le travi a S ' }.,fzgi
sezione rettangolare, la soluzione «e_.r ____________ - (s =
esatta, ma non ci sono riuscito. In ,/ :G b G
particolare mi sono cimentato sia / ! ‘ /

con il problema di Neumann 9.18 A

che con il problema di Dirichlet X ‘ x!

9.31, procedendo con il metodo Y
della separazione delle variabili e
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proseguendo poi con i metodi della Analisi di Fourier.

Propongo allora due soluzioni approssimate: la prima, molto semplice, tanto piu affidabile quanto
piu allungata ¢ la sezione della trave; la seconda, un po’ meno grossolana, applicabile a ogni
sezione rettangolare con buona approssimazione. Naturalmente proporrd il confronto con alcuni
valori tabulati ricavati direttamente dalla soluzione esatta, tratti dai testi di riferimento.

¢ Prima soluzione approssimata. Prendendo spunto dalla analogia della membrana propongo per
la funzione delle tensioni I’espressione

9.34) F(x,y)=GO(- y* +(5/2))

Si tratta di una superficie a sezione parabolica costante (vedi figura) che evidentemente si discosta
grossolanamente da quella che deve essere la soluzione esatta, in prossimita dei punti in x=%a/2.

Per verificare la soluzione 9.34 dobbiamo sostituirla nel problema di Dirichlet 9.31. L’equazione
differenziale ¢ evidentemente soddisfatta:

2 2 2
V2F(x.y)=GO2 > +/2) )_GedE2) 0
dy dy

Le condizioni al contorno sono invece soddisfatte solo nei punti per i quali y=1b/2. Questo
significa che la soluzione proposta sara tanto piu affidabile quanto maggiore ¢ il rapporto a/b e
quanto piu si ¢ lontani dai punti in x=%a/2.

Guardando la figura e ricordando il legame tra funzione delle tensioni e tensione, possiamo dedurre
che il campo delle tensioni

® puo essere visualizzato come un flusso che gira intorno all’asse geometrico della sezione
(con verso concorde a quello del momento torcente);

* ha modulo crescente man mano che ci sia avvicina ai bordi della sezione;

e tende a zero man mano che ci sia avvicina al baricentro della sezione.
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Per considerazioni che non siano solo qualitative consideriamo la prossima soluzione approssimata.
¢ Seconda soluzione approssimata. Il difetto della precedente soluzione ¢ evidentemente nei bordi

in x=za/2. Per farla scendere su tali segmenti si puo considerare la 9.34 e moltiplicarla per una
opportuna funzione. Non ¢ difficile capire che una superficie del tipo

o

al?

al/b crescente z

potrebbe fare al caso nostro (con C costante da determinare). In realta questa soluzione ha il
problema di discostarsi dalla soluzione esatta in modo consistente. Questo perché il suo profilo
parabolico lungo la dimensione maggiore (assumo che sia a=b) risulta avere una curvatura
eccessiva. Per ovviare a questo inconveniente si puo considerare la seguente soluzione

2% b 2
X 2

9.36) Flx,y)=C|1—-| — —| -

=25 |4 -
Calcoliamo adesso il laplaciano della 9.36:

2%—1 2 ) 2%—2 2

OF(xy)_ | _,af x )" 2 (éj Lyt | &) _22(22_1j1 4 (éj _y

ox b\a/2) a|\2 ox b\ b a2 a® | \2

il e i

N (T Y S T
wrleo)=2 (2552 2 ?(@ yjl[%j
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N

Il laplaciano non & costante, ma d’altra parte non ha molta importanza (stiamo cercando una
soluzione approssimata). Per ottenere un valore costante ne calcoliamo allora la media integrale®
sulla superficie della sezione. Si ha

512 al2 2 2%*2 2 2%
— ~b12-al2 b a/2 a"\\2 al2
V?F(x,y)=-2C =
ab
2C 4 "2 Pl (b (2a>—ab ) x = 20 —ab | x = 2C "¢ ¢ X %
“wr LIEEFLE L) pe B L) e
aba® ;. J.1\2 b a/2 b a/2 ab }, 7. a/2

Cl2a—b) 4 "2 “2( 2% °C 4 (za_bjb/z al2 ( x 2%—2 SC P2 al2
T Pl —5 | dxdyt——— = axdy-=— [ [dxdy+
b( 2 jaz '[ J- 61/2 b a2 b2 .[ J- y 61/2 xay ab J- .[ xay

=b/2-al2

—b/2—-al2 —b/2—-al2
+£bj_2 aj_Z (i}zbdxdy__c(za—bji a./[Z( X sz_zdx+£(2a—bj bj_Z y yaj_Z( j i
ab 5, 3, a/2 2 a _in a/2 b b’ )a’ —b/2 —al2
a a al?2 a al?2
2C al2 2; ab 4 2;—1 ab 4 2;—1
-2C+— dx :—2C—— —_— +2C——| —= -2C+
a 3, a/ / 24 a’ a/2
—al2 —al2
2%+1 o 4 2%71 B 2%71 4 2%71 3 2%71
+2C b X ——2Ca—b— al2 [—al2 +2Cab al2 _[—al2 3
22a+b)\ a/2 8 a*|\ a/2 a2 24 a* |\ a/2 a2
—-al?2
b /2o 2\ b b b
~2C+2C a . =202 +202-2C+2C =
22a+b)| | a/2 a/2 a 3a 2a+b
2 2
:_zcﬁ+zci_4c :_4ci_4c _4Cw
3a 3a 2a+b 3a 2a+b 3a(2a +b)

Imponendo che il valore medio del laplaciano soddisfi 1’equazione differenziale del problema di
Dirichlet abbiamo dunque

- 2 2 2 2
V2 (x, y)= 260 e 4T T290H3C _ 500 0P T290H34 _ e o
3a(2a+b) 3a(2a+b)
C=GO 3a(2a+b)
2(b* +2ab +3a?)

Quindi abbiamo la soluzione

937) F(x,y)=G® 3a(2a-+b) 1_(1]22 ((éjz—yzj

206> +2ab+3a*)| | a/2

% In questo calcolo saremo costretti a imporre che 2a /b sia un numero pari.
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Ora che ho la funzione delle tensioni procedo alla derivazione della soluzione in termini di angolo

di rotazione della sezione, tensioni... Intanto per il fattore torsionale di rigidezza, in base alla 9.32,
.7
si ha

N
J, =2 [ Fx.y)iA=-2-G® 23“(2“”’) A==
GO’ GO 2’ +2ab+34%))|  \a/2

<
7~ N\
7\
RN
N——
[\
I
<
[\
1Y
SN
Il

a a

s ORSUICRS CAN

2 b2 al2 2 b/z a/z 24 b/2 al2 2%
3a(261+b) ab[éj _ J' .[ydedy_( j [LJ dxdy + .[ J' yZ[iJ dxdy |=
2 -\ @2 20, a2

RN

~ b r2ab+34%) Jo

2 b2 ar2 2512 an2 2 b12 ar2 2
= 23a(2a+b) 5 ab(éj - I yidy Idx—(éj I dy I( j dx+ I ydy I (Lj dx | =
(b +2ab+3a ) 2 —b12 —al2 2) G Zan —b12 _aa\4/2
2 bI2 al2 ﬁ bI2 al2 2%
- uldavh) “b[éj ~a | yzdy‘(éj Han Laxe [yay [ |25 ax=
(B> +2ab+3a*)| \2) 2) G an\a2

al2 al2

~ 3a(2a+b) ab(éjz_ay_Sblz _(éjz b2 g i 2;4—1 +y_3b/2 b ﬁ L 2;+1
(b* +2ab+3a*)| "\ 2 30, \2) 2a+b2(a/2 3|,,2a+b2\a/2

—al2 -al2

" b? 2ab+34%)

3a(2a+b) (bjz b
= ab| — | —a—~—
(b +2ab+3a*)| \2 12
_ 3a(2a +b) 3ab’ 3 ab’ 3 3ab* N ab*
(b2 +2ab+3a* ) 12 12 12Q2a+b) 12(2a+b)

3a(2a+b) [ab bjz _ay3

[\

Q

+

>
[N

b b a]
+— —=2|=

122a+b2

3a(2a +b) 2ab3_ 2ab*
(o> +2ab+3a*) 12 12(2a+b)

N
Il

Dunque abbiamo trovato

a’b’
(bz + 2ab+3a2)

9.38) J, =

Pertanto 1’angolo di rotazione per unita di lunghezza, in base alla 9.24, vale
M, M, b* +2ab+3a’
GJ, G a’b’

9.39) O=

e la funzione delle tensioni 9.37 (in figura riporto 1’andamento per M =10,a =3,b=1) si riscrive

7 In questo calcolo saremo costretti a imporre che 2a /b sia un numero pari.
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2ﬁ 2
6a+3b x |2|(b )
9.40) Flx, M 1- —| -
) Fley) ° 2a%b’ a2 [ j Y

(M*(6*a+3*b)/(2*(a**2.)¥b**3)))*(1-(x/(a/2.))**(2*a/b) /¥ ((b/2.)**2-y**2)

7 X
S
LAY
LIRS

\\\t\\\\\\\\\\
“\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\.\

T

L0

0.5 e e -

1.5

Per le tensioni, in base alla 9.27, abbiamo

:8F(x,y):_M 3(2a+b) % b

T —_
. dy ©a’h’ a2

9.41)

-1

__OF(xy)_ . 3(Qa+b)( x o) (bjz_yz

2

T,
* ox °oab* \a)2 a

Dunque il modulo della tensione, considerando la giacitura individuata dalla sezione, vale

) 3(2a+b) X 2% 1( x (2%-1}2 b\
Pi)=fr 24z 2o 22a%D) (X )P L X 4(_j 2
( = The T s a2) |7 T\ a2 2) 7
11 valore massimo di tale modulo €
a ~ b » 3(2a+b) |b* (6a +3b)
942) 1 =tlx=x—,y=0k |=t{ x=0,y=%—k |=M ——2 |— =M ~——2
Rt R CL T R e el

Per le deformazioni, in basa alla 9.33, si ha
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a

, o M.30axb) | [ x g , —_M.30a+b)( x ) [gjz_ )
B G a’b’ a/2 Y e G ab* \a/2 all2) ™’

Per quanto riguarda la funzione di ingobbamento, ricordando che per la 9.28 deve essere

of (xr,y) _ 1 oF(x,y) of (x,y) 1 9F(x,y)

ox GO Oy dy GO ox

si scopre che una espressione, sia pure approssimata, non puo essere ricavata. Infatti se la funzione
di ingobbamento esistesse continua allora le sue derivate miste dovrebbero essere uguali a
prescindere dall’ordine di derivazione (teorema di Schwartz). Invece nel nostro caso abbiamo

o’ flx,y) 1 9°F(x,y)

Jyox " Go dy’ jazf(x,y)zazf(x,y)(:)
°flx,y) 1 9°F(x,y) dyox 0xdy

- 1
0xdy GO ox’

2 2
1 aF(x,y)+8 F(x,y) =2 VIF=-2GO
GO ayz axz

E poiché appunto la nostra funzione delle tensioni non risolve esattamente 1’equazione di Poisson
qui sopra, la funzione di ingobbamento non esiste. Questo vuol dire che se ne ricaviamo le derivate
dalle 9.28, poi non ¢ possibile integrarle per ottenere una funzione in x, y (abbiamo cio¢ una forma
differenziale che non ammette primitiva).

Per quanto riguarda la soluzione esatta i libri di testo forniscono esclusivamente dei valori tabulati
relativi a ©,7,,,,, in funzione del rapporto a/b. Per leggere questi valori bisogna porre le due
grandezze in esame nella seguente forma

1 1 M. 1 1
943) 7, =M. —— @=L
T “ab’ c, G ab’ c,

Riscrivo allora in questa forma i relativi valori ottenuti per la soluzione approssimata 9.36:

Soluzione approssimata Tiax ®
1 1 M. 1 1
ZE( 2alb) J G ab’ [1+2a/b+3(a/b)2J
N 5 A 2
T e (GRS I I
. 2alb) . (a/b)
6la/b)+3 > 1+2(a/b)+3(alb)
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Ecco in fine il confronto fra le costanti c,,c, relative alla soluzione esatta®, e quelli relativi alla
soluzione approssimata:

rapporto
dimensioni soluzione esatta soluzione approssimata
sezione

a/b C, c, C, c,
1,0 0,208 0,1406 0,222 0,1666
1,2 0,219 0,1661 0,234 0,1864
1,5 0,231 0,1958 0,250 0,2090
2,0 0,246 0,229 0,266 0,235
2,5 0,248 0,249 0,277 0,252
3,0 0,267 0,263 0,286 0,264
4,0 0,282 0,281 0,295 0,281
5,0 0,291 0,291 0,303 0,290

10,0 0,312 0,312 0,316 0,311
) 0,333 0,333 0,333 0,333

. . . . . .o o . . 2 .
I valori evidenziati non possono essere considerati in quanto nel calcolo di J, e di V°F abbiamo

dovuto assumere che 2a/b fosse un numero pari (vedi note 6 e 7). Comunque la soluzione proposta
pare avere una precisione accettabile e sebbene non possa essere usata per ricavare gli spostamenti
(proprio perché il suo laplaciano non ¢ costante), comunque fornisce il campo delle tensioni. Allora
riepilogo i risultati legati alla soluzione approssimata.

Soluzione approssimata

24 2
. + b
Funzml?e . Flx,y)=M. 6a+3b 1 b) x
delle tensioni ° 2a°b’ aj2 2
Condizione Si puo utilizzare solo se 2a/b risulta essere un numero pari

0,=0,=0_=1,

_9F(xy)__,, 3a+b) 1_( . ]22

xz =M, 2,3 y
Tensioni dy a’b a/2
2%—1 5
o, =-OFly)_y, 3Caxb) x Jr2 (éj -y
vz ax z ab a/2 4 5
y Lot v o alb)
Thyax fab’ ((2Aasb) ) Cabe 1 6la/b)+3
6(a/b)+3

8 1 valori sono tratti da Beer-Johnston, Scienza delle costruzioni, McGraw Hill 1997, pag. 164
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M. 1 1 Mo (a/b)
® G ab’ (1+2a/b+3(a/b)) G ab’c, > 1+2(a/b)+3(a/b)
(alb)
a/b C, c,
1,0 0,222 0,1666
2,0 0,266 0,235
Coefficienti 3.0 0,286 0,264
4,0 0,295 0,281
5,0 0,303 0,290
10,0 0,316 0,311
oo 0,333 0,333
_ M, 3(2a +b) X %
= G a'b’ a/2 Y
Deformazioni g=¢,=¢€=y,=0
M 32a+b)( x ) 2 gjz_ ,
. G ab* |a/2 al\2 Y

Funzione di
ingobbamento

Non ¢ possibile ricavarla attraverso I’espressione approssimata della
funzione delle tensioni, in quanto la sua forma differenziale associata ¢ non

chiusa (e dunque non esatta)

Riporto invece adesso tutto quello che sappiamo sulla soluzione esatta.

Torsione per sezioni rettangolari

Sollecitazione

Su ciascuna sezione agisce una coppia con piano coincidente con quello della
sezione stessa. I due momenti sono dunque paralleli all’asse geometrico della

trave.

Massima tensione tangenziale
La tensione tangenziale massima si ha sui lati della sezione, in particolare sul
lato minore della sezione. Questa tensione vale

11
Ty =M. —— a>b

z 2
ab” ¢,
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Angolo di torsione

0(z)=0z= M, %i z (radianti)
G ab’ c,
Coefficienti
alb ¢, €y

1,0 0,208 0,1406
1,2 0,219 0,1661
1,5 0,231 0,1958
2,0 0,246 0,229
2,5 0,248 0,249
3,0 0,267 0,263
4,0 0,282 0,281
5,0 0,291 0,291
10,0 0,312 0,312
oo 0,333 0,333
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Capitolo 10. Sollecitazioni semplici: torsione per sezioni
sottili aperte o chiuse

10.1. Torsione per sezioni sottili chiuse. Consideriamo la curva chiusa 7 la quale
descrive la linea mediana della sezione. Diciamo che la sua rappresentazione parametrica sia

= 72(t)

Introduciamo poi su ¥ I’ascissa curvilinea s=s(r) avente come origine il punto di coordinate

10.1) y:{x:%(t) re[0,a]
y_

y

(x(r=0),y(r=a)) e come verso quello concorde con la coppia applicata. Sappiamo che
I’espressione analitica della ascissa curvilinea &

(1) = M;(z)jz +( ;z(l)jzdl

da cui risulta che essa costituisce una funzione continua monotona crescente, dunque invertibile.
Possiamo allora considerare la sua funzione inversa 7= g(s) che sostituita nella 10.1 permette di

riscrivere la rappresentazione parametrica di ¥ nella forma riparametrizzata
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Il

=
—

o]
~—

x=7(s(s))

y= 7/2(8’(3)): y(s) S€ [0’ L]

10.2) 7:{

dove L ¢ la lunghezza della curva stessa. Adesso sfruttiamo questa impostazione del problema per
ricavare lo stato tensionale e la funzione di ingobbamento.

e Stato tensionale. Per poter portare avanti I’analisi si fa I’ipotesi che comunque si prenda un punto
P del segmento AB (vedi figura) risulta che

r (P,lg)- #(s) (dove #(s) & il versore tangente di
7) assume il medesimo valore. Diciamo che

questa posizione €& tanto pill verosimile quanto
piu sottili sono le pareti della trave. Indicato tale
valore con 7_(s) si dimostra che

10.3) 7 (s)b(s) = costante Vse [O,L]

Si consideri a tal proposito la figura seguente in cui viene isolata una sezione della trave. Le
tensioni sui due lati lunghi sono state ricavate in base al principio di reciprocita 1.9. Allora se

T (Sz )b(S2 )
\

T (Sz )b(sz )

imponiamo 1’equilibrio della sezione di trave alla traslazione, abbiamo immediatamente che
T, (sl )b(sl )= T, (s2 )b(s2 ); e data I’arbitrarieta della sezione scelta la 10.3 risulta dimostrata.

Adesso ricavo la funzione 7_(s) imponendo la condizione al contorno per le tensioni, sulla sezione

zs

estrema della trave in z=1[. Facendo riferimento alla prima figura di questo capitolo e

A

considerando 1’ulteriore ipotesi che risulta proprio f (x(s), y(s);k)z T, (s)2(s), dove si intende che

#(s) & il versore tangente di ¥, allora si ha

104) M =2, (Wl Wilskds = 7, (W) Ms)ds =7, (s)b(sfj’h(e)J(;(e)f (6] ao

Per valutare adesso I’integrale a secondo membro consideriamo che
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e W e e [5) o (3] (1) 5] e -
) +0)
T R T S R,

({0 [ +)

cioe

10.5) h(8)= /)2(49)/\/(%(002 + (&(002

e dunque la 10.4 si riscrive

2z 2 . 2 . 2 2z
106) M=z, (pls) [ —2) \/(x(ﬁ)j +(360)] a0z (b5 (o0
°\/(x<e>j +[560) °
Si ricorda ora che I’area racchiusa dalla curva ¥, che chiameremo €, ¢ data, secondo la formula
per il calcolo dell’area del settore piano, da
1 2 1 2r

107) Q=7 [p*(6)d6 == [h(s)ds

per cui la 10.6 diventa M =27 (s)b(s)Q e in definitiva si trova per la tensione la funzione

M

1° formula di Bredt
2Q0b(s)

10.8) 7(s)=

¢ Funzione di ingobbamento. In base alle 9.12 si ha in particolare

af('x’ y) sz af('x’ y) TL —

ox GO dy GO

Dunque il differenziale della funzione di ingobbamento si scrive

df (x, y;dx,dy) = afS;’ y)dx+ af(a);’ y)dy :(%+ yjdx+(%—xjdy =
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= G_1® (szdx + Tyzdy)+ (ydx - xdy)

Andando a considerare la restrizione di questa forma differenziale alla curva y abbiamo

df (s;ds) = %(TH (s)x(s)+ T, (s) y(s)jds + (y(s)x(s)ds — x(s) y(s)dsj =
= L ) #(s)s - (x(s) + y(s)).(;(s)ds —;c(s)dsj = L ) #(s)ds - pls) - s s =

GO

1
=|—7_\s)—hls) |ds
(el
Sostituendo poi nel differenziale la 10.8 abbiamo

109 & (S;ds)z( M (S)—h(s)j

ds 2GOQL

Dobbiamo adesso imporre che la funzione di ingobbamento esista continua, ovvero che la sua
derivata 10.9 ammetta primitiva. Basta imporre per questo che 1’integrale su ¥ (che ¢ una curva

chiusa) del differenziale sia nullo. Si ha

jaf(s;ds)dp M [ ds —jh(s)dszLjﬂ—zgﬂ@@: szﬁ
> Os 2GOQ + b(s) 2GOQ * b(s) 4GQ* < bls)
Facendo poi la posizione
A ds
10.10) x=[——
P © Lo
abbiamo in definitiva
1011) ©=-25_ 2° formula di Bredt
4GQ

Per analogia col caso generale della torsione, in base alla 9.23, poniamo

A 2
10.12) g =M _3Q
GO

K

La funzione di ingobbamento si ottiene poi integrando la 10.9 in cui sia stata sostituita la 10.11,
ovvero integrando la

of (s;ds) _ 2Q B
10.13) % =) h(s)
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e Lavoro di deformazione. Utilizzando il teorema di Clapeyron abbiamo immediatamente che il
lavoro di deformazione fatto dalla coppia torcente vale

10.14) L, :%M O(z=1)k =

b‘v(s

M M
T = . T,\s)bls)=—=
ZsMAX ZQbMIN zs (S) (S) ZQ

Lo sforzo f(s) ¢ punto per punto tangente alla curva mediana ed ¢ costante
lungo la direzione ortogonale alla curva mediana. Il suo modulo ¢ 7. Inoltre il

prodotto 7, b & costante lungo tutta la sezione.

Angolo di torsione
0(z) = z® (radianti)

M j b‘és)

R)
2° formula di Bredt @ =7~ = X _ M
4GQ?  4GQ r

Fattore torsionale di rigidezza

(radianti su metro)

4Q° 1°f ds
J = = — 2 d = | —
= Q > {p (@)da « v[b(s)

Si precisa che Q ¢ I’area racchiusa da y. Si calcola allora con la formula per
I’area del settore circolare.

Lavoro di deformazione
M 2
p=1M

" 2JG

10.2. Torsione per sezioni sottili aperte. Questo caso pud essere trattato in maniera
relativamente semplice se si ipotizza che nel punto di ascissa curvilinea s (si immagini anche qui di
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avere fissato un sistema di ascisse curvilinee sulla linea mediana ¥ della sezione) la funzione delle

tensioni coincida con quella di una sezione rettangolare sottile di spessore b(s). Come funzione

delle tensioni si considera la 9.34, che applicata al caso in oggetto diventa

10.15) F(x,y)= G@(—nz +

dove si intende che 7 ¢ lascissa
relativa a un asse mobile che scorre

bZ(s)j

N

L2—F

V7

lungo ¥ assumendo punto per punto la T4
direzione ortogonale alla tangente alla b
curva. (j‘\)

¢ Angolo di torsione. Considerando le

9.24, 9.32 abbiamo

®@=M/GJ,
10.16) 4, _ 2 o
"GO,

(x, y)dA

O=—r
GJ

t

=4J =i F(x,y)dA

"GO,
M =2jF(x,y)dA
A

Procedo allora al calcolo dell’integrale. Si ha

A
b(s)/2

= ZGG[I

[F(x.y)da =GO { (— 7’ +TjdA :G®Z[2 |

b(s)/2

b (s)

0

/) 1 L b(s)/2 1L
I(—nz)dnds +—Ib2(s) Id?]ds] = 2G®(——J.773
0 4 0 0 3 0

b’ (s)

b(s)/2 1L 2(
. dS+Z-([b s)n

1 jdi]ds =

b(s)/2 _
o dsj =

L L L
=2G0O —ijb3(s)ds+ijb3(s)ds :G®ljb3(s)ds
249 249 69

Per cui, sostituendo nelle 9.27 abbiamo

O = L3M _ G]VJI
GJ.b3(s)ds
10.17) 0
1 L
R
J, = 3_([17 (s)ds

¢ Funzione delle tensioni. Confrontando la 9.26 e la prima delle 9.28 abbiamo
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10.18) F(x,y)—ﬁ(_nz .\ bz(s)J:ﬂ(_nz .\ bz(s)]

0

e dunque per le tensioni, in base alla 9.27 si ha

, - OF(xy)
“ dy - (d)u dy A,j dx dy
>T,=t|—1+—J]|=7,—+7T,—/=
_JF (x,y) ds ds ds 7 ds
v ox
_OF(x,y)dx_OF(x,y)dy _ 9F(xy)dy 0F(x.y)dx g, ._OoF
dy ds ox ds ox ds dy ds on

Dunque si puo concludere che

L’andamento delle tensioni ¢ rappresentato in figura. Si osserva che il valore massimo della
tensione si registra sui bordi della sezione, esattamente in corrispondenza del tratto in cui la sezione
¢ piu larga.

¢ Funzione di ingobbamento. Nel paragrafo 10.1 abbiamo ricavato per la funzione di
ingobbamento una espressione (immediatamente sopra la 10.9) senza sfruttare la chiusura della

sezione. Questo significa che tale espressione ha validita anche nel caso delle sezioni sottili aperte.
Dunque

10.20) df (s;ds) = (% 7. (s)- h(s)jds

Sostituendo poi nella 10.20 la 10.19 O
abbiamo

df (s;ds) = —iﬂ—h(s) ds p(0)
G

Ma bisogna considerare che la 10.20 ¢ il differenziale della restrizione della funzione di
ingobbamento sulla linea mediana . Dunque si deve assumere 77 =0 e in definitiva

10.21) df (s;ds)=—h(s)ds = f(s)= —jh(s)ds +c= —jpz(s)ds +c

/4
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Dunque la funzione di ingobbamento ¢ pari al doppio dell’area spazzata dal raggio vettore
dall’origine della ascissa curvilinee fino al punto di ascissa curvilinea s . Essa risulta poi definita a
meno di una costante, cid che ¢ perfettamente in accordo con il suo significato fisico: infatti si
ricorda che gli spostamenti che risolvono un problema elastico sono sempre definiti a meno di uno
spostamento rigido arbitrario.

e Il caso delle sezioni poligonali. Nella pratica ¢ di particolare interesse il caso di sezioni sottili
aperte che siano I'unione di piu sezioni sottili rettangolari. L’estensione di quanto detto sopra a
questa fattispecie di trave ¢ immediato: definite le dimensioni a,,b, come indicato in figura si ha

L n
10.22) J, = % [ (s)ds = IS ap
0 i=1

10.23) © = Ai - M
! Gz:al.bl.3
i=1
1024) 7, =—6—2 7 Ty =——2—b,

Z:al.bl.3 Z:al.bl.3

i=1 i=1

¢ Lavoro di deformazione. Si rimanda a quanto detto nel paragrafo 10.1.

Torsione per sezioni sottili aperte

¥
m, {

D F /:)ﬁ

Stato tensionale

M
0\z)= 0Oz =——7z (radianti
(z)=0z o )

t

0= M (radianti su metro)
GJ

t
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Fattore torsionale di rigidezza
J, = lJ-b3(s)ds
3 14

Torsione per sezioni sottili aperte poligonali

Stato tensionale
Mb.
T&s (S) [— 2]”—77 _b

J ZIMAX

t t
Angolo di torsione

6’(z)=%z (radianti)

t

Fattore torsionale di rigidezza

J, = 1 Z ab’
35
Lavoro di deformazione
2
p-lm,
2J.G

10.3. Torsione per sezioni sottili chiuse a piu anelli. E una caso di alto interesse
pratico, risolvibile con poche considerazioni aggiuntive rispetto a quanto detto nel paragrafo 10.4.
Intanto definisco maglia di una sezione ciascun insieme di lati della sua linea mediana tali per cui

e ogni lato della maglia puo essere raggiunto da ciascun altro lato della maglia percorrendo la
maglia stessa;
¢ in ciascun nodo della maglia concorrono solo due lati della maglia stessa.

I nodi sono tutti quei punti nei quali convergono due o piu lati della linea mediana della sezione. Si
definisce invece anello ogni maglia che orli una superficie del piano della sezione, la quale non sia
attraversata da altri lati.

Se indico con n il numero di anelli di una sezione, con [ il numero di lati e con m il numero di
anelli (non di maglie), allora si dimostra che il numero di anelli di una rete ¢ dato dal numero
dei lati della stessa, meno il numero dei nodi diminuito di uno. Cio¢

10.25) m=1-(n—-1)
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Vediamo ora come si ricava lo stato tensionale e 1’angolo di rotazione per unita di lunghezza ® in
questo genere di problema. A tale scopo si consideri la generica sezione a tre anelli (5-(3-1))
indicata in figura. Si proceda poi come segue

¢ i numerino anelli e nodi;
® i fissi arbitrariamente il verso positivo dei flussi di tensione g, =7 (s)b(s) in ciascun lato

QZ Qa 2

Intanto si pud osservare che i flussi di tensione saranno costanti su ciascuno dei 5 lati, in base alla
10.3. Essi costituiscono dunque intanto 5 incognite reali (non funzioni). L’ulteriore incognita ¢
costituita dall’angolo di torsione per unita di lunghezza® . Abbiamo dunque 6 incognite reali e
quindi, in generale, si hanno /+1 incognite. Vediamo ora quali equazioni abbiamo a disposizione
per ricavarle.

¢ Equazioni agli anelli. Le formule di Bredt risultano applicabili a ciascun anello della maglia. Per
applicarle introduciamo dei flussi fittizi di tensione, che chiamiamo flussi di anello (che indichiamo

q,-49,,---) 1 cul versi positivi siano arbitrariamente scelti (nella figura ad esempio tutti e tre 1 versi
sono concordi con quello del momento torcente). Dopodiché immaginiamo che il momento torcente

si ripartisca sugli anelli. Cosi ci siamo ricondotti, per ciascun anello, al caso della torsione per
sezioni sottili chiuse e la 1° formula di Bredt 10.8 per 1’anello i-mo pu0 scriversi

10.26) ¢, =%’

1

dove si intende che €, ¢ I’area racchiusa dall’anello i-mo e che M, ¢ la frazione del momento
totale M la quale agisce sull’anello i-mo. Per la 2° formula di Bredt si ha invece

MiJ- ds

VZ bi (Si)

4GQ*

1

10.27) ©, =
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dove si intende che la funzione b, =b,(s,) descrive lo spessore dell’anello i-mo al variare
dell’ascissa curvilinea s, (su ciascun anello si deve fissare un sistema di ascisse curvilinee); mentre
7, ¢ la curva mediana dell’anello i-mo. Si capisce che I’angolo di torsione per unita di lunghezza

debba essere lo stesso per ciscun anello, dato che tutti gli anelli appartengono alla stessa sezione.
Confrontando allora le 10.26, 10.27 e eliminando M otteniamo

— Mi
Qai_z_gzi
v (9 L, _26e0e
T b(s,) 4600 M [
460} - jﬂ 2 b(s;)
%bi(si)

Ovvero abbiamo le ulteriori m equazioni

1028) ¢, =220 i_i5 m

1
——ds

Nel caso della nostra sezione le equazioni agli anelli sono 3 e le equazioni si scrivono

269,60
al — .[ 1 J
—as =
y]bl(s) Zl _qqal
2GQ,0 roe
1029) qa2 = 1 2 = q3 = qa3
—d = _
},/[bz (S) § q4 - qa2 qal
ZGQ @ QS = qa3 _QaZ
a3 = 1 :
[ s
;@b3(s)

Dove ho anche indicato come ricavare i flussi incogniti dai flussi di anello. Fin qui abbiamo trovato
un numero di equazioni pari a n—1+m=n—-1+1—(n —1) =1 la dove le nostre incognite sono gli /
flussi ¢q,,q,...q, e I’angolo di rotazione per unita di lunghezza ® . Abbiamo bisogno dunque di una
ulteriore equazione.

¢ Equazione di bilancio meccanico globale. Possiamo ancora imporre che le tensioni trovate in
10.29 diano luogo ad un momento totale pari al momento torcente applicato. A tale scopo si calcola
il momento totale prodotto dalle tensioni, rispetto a un polo a scelta, e si impone 1’'uguaglianza con
il momento applicato. Si tratta di una sola equazione scalare da cui si ricava immediatamente ®,
che sostituito nelle 10.29 completa la soluzione.

148



Equazioni ai nodi. Per delle verifiche sui risultati ottenuti possono tornare utili le seguenti relazioni
fra i flussi, le quali sono molto semplici da ricavare. Immaginiamo di tagliare la trave, per la sua
lunghezza, intorno a un nodo, al nodo 1 diciamo. Osservando la figura e ricordando il principio di
reciprocita 1.9 I’equilibrio meccanico alla traslazione ci permette di scrivere la relazione

4 =9+t49, -4, +49,—q,=0

q.

Ripetendo questo ragionamento per ciascun nodo si avrebbero 3 equazioni, ma in realta si

2a
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scoprirebbe che una ¢ la combinazione lineare delle altre due, cioe che le 3 equazioni sono
linearmente dipendenti. Questa circostanza ha carattere generale, cioe¢ le equazioni ai nodi
linearmente indipendenti sono sempre n—1. Il procedimento generale dunque vuole che: si
scelgono n-1 nodi e per ciascuno di essi si si impone che la somma algebrica dei flussi che
riguardano quel nodo, sia nulla. Nel caso della nostra sezione, scegliendo ad esempio i nodi 1 e 2,
abbiamo le due equazioni L.I.

10.26) {_% +4,+q,=0

—4,+4;—45;=0
¢ Esempio. Consideriamo un caso specifico per illustrare meglio il procedimento di calcolo. In
figura abbiamo una sezione con 3 lati, 2 nodi e, dunque, due anelli. Fissiamo arbitrariamente i versi
dei flussi in ciascun lato; fissiamo altresi i versi arbitrari dei flussi di anello. Applicando le 10.29 al
presente caso abbiamo

2
. 2G1§21® _ 2G14a © _ o
I ds 78a ql = _qal = _Gab®
5 by (s) b 2Gab®
) = qZ = _qaZ ==
2GQ,0  2G24’® _ 2Gab® 3
a2 = 1 T - 3 3Gab® —2Gab® Gab®
I—ds ~6a 43 =qu — 4 = =
 by(s) b 3 3

Impongo ora il bilancio meccanico globale calcolando il momento totale rispetto, ad esempio al
nodo 2:

—q,2a2a—q,2aa—-q,a2a—q,2a2a =M < 8q, +4q, = —ﬂz =
a

& —ﬁGab®—§Gab® = —KZ S 0= 3M3
3 3 a 32Ga’b
Dunque abbiamo trovato in conclusione la soluzione
_ _ 3M
49 ="9u = T 324%
M
9> ="Y4u2 W
M
STy
_ 3M
© 32Ga’h

Possiamo verificare quanto ottenuto anche provando le equazioni ai nodi; considerando entrambi i
nodi della sezione abbiamo
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9 t 495 = q
3M M M <« verificata

324> 324> 164’

q9, = 4, T g
M 3M M <« verificata

+
16a” 32a® 324°

10.4. Torsione per sezioni sottili composite: chiuse e aperte. La trattazione
di questo caso si basa sullo stesso concetto di fondo che ha permesso di risolvere il caso delle
sezioni a pil anelli: si immagina che su ciascun anello e su ciascun braccio della sezione agisca
una frazione (da determinare) del momento torcente complessivo; questo approccio ci
permette di trattare ogni anello come una sezione sottile chiusa e ogni braccio come una
sezione sottile aperta.

braccio s

bracciol

braccio 2

braccio 3 braccio 4

Consideriamo una generica sezione che abbia due anelli e tre braccia. Per la 10.17 applicata a
ciascun braccio abbiamo
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3Mbraccio i L
1027) ©,,,., , = L= My = j accio i (S)s, 1 =123,45

braccio _i L braccio _i bmcuo 1
3 0
G .[ b (s)ds

0

braccio _i

Applicando poi la 10.11 (seconda formula di Bredt) a ciascun anello abbiamo

ds
Mane o_i Y
10.28) ©, . = H Vj a1 (5) 0,1, 4G, .f

anello _i _ .
anello _i 4 (Q )2 =M i l
G anello _i

anello _i ds 1’2

Yanello i banello i (S)

Ma gli angoli di rotazione per unita di lunghezza di anelli e braccia devono coincidere, essendo tutti
questi elementi appartenenti alla stessa sezione. Pertanto le 10.27, 10.28 si riscrivono

L
braccio _i = ®G% .[ (bbmcciofi )3 (S)ds’ l = 1,2’3’4,5
0
1029) M _ 4®G (Qanellofi )2 . 1 2
anello_i — ds =1
Vanello i banello_i (S)

La somma dei momenti agenti sulle singole parti della sezione deve essere pari al momento torcente
agente sulla sezione. Imponendo questa condizione ricaviamo O :

5 2
Z braccio _i ZManellofi =M <
i=1 i=1

M/G

( Dyraceio ,) ds+4z

10.30) ©® =

@ )2
anello _i

banellofi (S)

>

i=

= '—-\l.“"

UJ\H

Vanelio _i

Noto ® possiamo ricavare, in base alle 10.29, i momenti agenti su ciascun braccio e dunque, in
base alla 10.19, le tensioni su ciascun braccio:

— —6 n braccio _i , l — 1’2’3’4’5

(bhraccio_i )3 (S )dS

10.31) 7

zs _braccio _i

O eyt~

Possiamo poi ricavare i flussi d’anello usando le 10.28 che riporto
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2GQanello i®
1032) qanello_i = l

1
— ds
% banello_i (S)

1,2

E poi immediato risalire ai flussi effettivi, a partire dai flussi d’anello. Per il caso rappresentato in
figura si ha ad esempio

ql = qal 4 qZ = QaZ 4 Q3 = QaZ - qal

¢ Esempio. Consideriamo un caso specifico per illustrare meglio il procedimento di calcolo. In
figura abbiamo una sezione con un anello e quattro braccia identiche. Calcoliamo intanto ® . Per la
10.30 si ha

0= M/G _ M/G _ M/G
- a 2 4
iJ‘(Zb)3 ds v g Q) 3250 g d Ry,
3J ds 3 14 3
- Z a

b

ymw[[n
Adesso, usando le 10.29 possiamo vedere come si distribuisce il momento torcente fra I’anello e le
quattro braccia:

8 . b?
Mbraccio = ®G_ab :_32—M
3 3 7b2 +a2
3
a2
Manello?i = ®Ga3b = 32—M
b’ +a’
3
l L)

Si vede che, essendo per ipotesi a >> b, il momento si concentra sull’anello il quale, pur avendo
pareti piu sottili delle quattro braccia, ¢ piu resistente alla torsione, per forma; dovendo poi essere il
medesimo 1’angolo di rotazione per anello e braccia, ecco che il momento torcente si concentrera
sulla parte piu resistente della sezione, sull’anello appunto.

Possiamo poi usare le 10.31, 10.32 per ricavare le tensioni sulle braccia e sull’anello,
rispettivamente:
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M, . M,
= brcei — _6 - 77 braccio — _6 77 b:ac'c'w — _l 77 M = TMAX . _ z M
zs _braccio 8ba ab 32 ) 5 _braccio a 32 5 )
J- (bbraccio )3 dS Y b ta ? b ta
0
2GR ,..,® Gab® 1 M G uneiio 1 M
qanello = 1 = 2 = 5 32 = Tzs = T = 2_b32—
ds b’ +a’ b’ +a’
y ~anello 3

Si vede come, essendo a >> b, le tensioni sulle quattro braccia sono piccole rispetto a quelle che si
registrano sulle pareti dell’anello. Questo appunto perché, come abbiamo visto, il momento torcente
si concentra sulla parte della sezione piu resistente alla torsione, dovendo poi essere 1’angolo di
rotazione della sezione stessa uguale per ogni sua parte.

Torsione per sezioni sottili a piu anelli

qZ QaZ

Considerazioni topologiche
Un anello ¢ una maglia la quale delimiti una superficie del piano della sezione
in non passi nessun lato.
Il numero complessivo di anelli & m=1—(n—1) dove [ & il numero di lati e n
il numero di nodi.

Procedimento

e Si fissano arbitrariamente 1 versi positivi dei flussi di tensione in ciascun
lato.

¢ Siindividuano gli anelli.

¢ In ciascun anello si fissa arbitrariamente il verso positivo del relativo flusso
di anello.

e Siricavano i flussi di anello (vedi formula) in funzione di ® (incognito).

e Siricavano i momenti agenti sui singoli anelli (vedi formula).

® Siimpone che la somma di tali momenti sia pari al momento torcente agente
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sulla sezione ricavando cosi ® .

e Si sostituisce O nei flussi di anello e si ricavano da questi i flussi di tensione
( dunque le tensioni) in ciascun lato.
Flussi di anello

2GQ.0
g, =—"  i=12,.m

J- I ds
% bi (Si )
), :area racchiusa dall'anelloi - mo

7. : curva chiusa che descrive I'anelloi - mo
s, :ascissa curvilinea fissata su y,

b, =b, (S; ): spessore della sezione in corrispondenza dell'anelloi - mo

Momenti agenti sui singoli anelli

M,=2Q,9, con ZMi =M
i=1

Torsione per sezioni sottili composite: aperte e chiuse

braccio5
bracciol

braccio 2

braccio3 braccio 4
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Momenti agenti sui singoli anelli

Q NE
Manellofi = 4®G JF ‘mg””—dls) l = 1,2
b

Yanello _i anello _i (S)

Momneti agenti sulle singole braccia

L;
M = @G% [P (s)ds,  i=12...
0

braccio _i

Angolo di torsione per unita di lunghezza

M
R - (@

3 anello _i

g ; '([ (bbrac'c'iofi ) (S )dS + 4; ds
Vanello _i banellofi (S)

Tensioni relative alle singole braccia

M,

Tzs_braccio_i = _2 77 bracelo ! s l = 1,2

16 3
g j (bhraccio _i ) (S )ds
0

Flussi di anello

2GQ Q)
qanello?i = 1—

—ds
Vi banello?i (S)

anello _i
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Capitolo 11. Sollecitazioni semplici: flessione e taglio

11.1. Flessione e taglio per sezioni generiche. Nel punto (x,,y,,!) & applicato un

taglio il quale ¢ bilanciato sull’altra sezione estrema da un taglio uguale e contrario e da una coppia
definita da

N

X

L . M, =IT,
11.1) M+T><(—lk):0(:)
M, =-IT

E facile verificare che la sollecitazione complessiva cosi definita soddisfa I’equilibrio meccanico
del solido.

Questo genere di sollecitazione produrra, in generale, anche deformazioni di natura
torsionale. Tuttavia a noi interessa sapere in quali circostanze queste deformazioni non si
hanno, e solo in quei casi parleremo di sollecitazione di flessione e taglio. Procediamo ora con il
metodo seminverso di soluzione.

¢ Ipotesi sulle tensioni. La forza di taglio, in generale, produce un effetto di flessione e uno di
torsione. Dunque ipotizzo che le uniche componenti di tensione non nulle siano quelle dovute alla
flessione e quelle dovute alla torsione. Per le prime, osservando la figura, si ha

M,»'(Z)H M;(Z)y :_TX(ZI—Z)X_T.»'(II—Z)y

y X y X

112) 0. =-
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dove si ¢ considerato che, come si evince dalla figura (dove pero sono indicati 1 momenti agenti
sull’atra faccia della generica sezione, che dunque vanno cambiati di segno per ottenere quelli
agenti sulla generica sezione secondo il verso dell’asse z)

11.2.bis) M (z)=-T(-z) M (z)=T(-2)

X y

Per quanto riguarda le seconde, facendo riferimento a quanto visto per la torsione della generica
T, .
zy

sezione, possiamo dire che esso sono le componenti 7

X

O

X

e Verifica delle equazioni indefinite dell’equilibrio. Le equazioni indefinite di equilibrio si
sCrivono

o7, 0
0z
11.3 aTyz =0
) oz
afu asz Tyy + T.x _
o oy I, I,

e Verifica delle condizioni al contorno sulla superficie laterale. Indicando con «, # le prime due
componenti del versore normale al bordo della superficie della sezione, deve risultare

0 0 7. .|(a)(a 0 o
f(x,y,za)i=0e| 0 0 7 _|B||B]|=|0 1 B|=0
T, 7, 0.)0)(0 ar, +p7, ) \0

il che € evidentemente verificato.

e Verifica delle condizioni al contorno sulla superficie in z=I. La sollecitazione esterna puo
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essere ridotta alla risultante 7 applicatain G’ e alla coppia torcente

- X7 [ J k 0
Tx|-y, |=| T, T, 0[=|0
0 —x =y O T, yr +T,x;

Per quanto riguarda la verifica sulla forza risultante, questa ¢ immediata essendo o, pari a zero
sulla sezione in esame. Per la verifica sulla coppia torcente deve aversi

- X 0 0 0 7,)0) (—x 0
j?(x,y;ié)x —yldA=|0 eflo 0 7 Jo|x|-ylaa=|0 N
4 0 ~T.y; +T,x; Nz, 7, o, 1) \0 ~T.y, +T,x,
r.) (-x 0 i ]k 0
(:)I T, [X|-y|dA=|0 (:)j . T, 0,|dA=|0
A . 0 —T.y; +T,x; 1=x -y O —T.y; +T,x,

Considerando anche che nella sezione in questione risulta o, =0, la condizione diventa

114 [r.y+r aJdA=-Ty, +Tx,
A

¢ Deduzioni sulle tensioni tangenziali. Tagliamo la trave con i tre piani di equazione

T iz=7,
115) 7,:z=12,

ZTyiax+by=0
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In realta, per quello che faremo, non € necessario che 7, contenga I’asse z o che sia parallelo a tale
asse, ma questa impostazione semplifica 1 calcoli. Si consideri adesso la risultante delle tensioni
interne che agisce sulla faccia a nostro favore; detta R tale forza si ha

o | 0 0 7. a
R=[[i(cy,zi)dndz=[[| 0 0 z_|b|dndz=
ah amrz, 7, o, )0
L 0 37 21,
= jj 0 dndz :Ig.”(aru +brzy)d77dz =/€ijnzdﬂd2
amlat, +bt, @ a

La risultanti agenti sulle facce A, , A, che diciamo Rl ,f(’z rispettivamente, sono date da

0 0 7)o -7, (xy.7)
R=[0 0 7.0 |dA=|-7.(x.y2)|dA
: Tn Ty O -1 : _O-z('x’y’zl)
0 0 z.)0 7. (xy.2,)
RZ:j 0 0 7,]0 dA:j 7, (x,.2,) dA
A T, 7, o. )l 4 Gz(x, y,zl)+ao-z(;’zy’zl)AZ+0(AZ)

Imponendo I’equilibrio alla traslazione lungo 1’asse delle z abbiamo allora

R.+R_+R, =0&

adz(x’ y’ Zl)

Az + o(Az)jdA =0
0z

o [flar, vbe,anic- o (e din J[ . (ca) s
A A,

211

Applico il teorema della media integrale al primo integrale (rispetto la variabile z ) e ottengo

do (x,y,2)

Az + o(Az)jdA =0
0z

m
AZJ’(asz(n’ Z)-i_blz-zy(77’ Z))d77_ J’O-Z (x’ y’ Z1 )dA+ J’(Gz(x’ y’ Z1)+
A Ay

h

Dividendo poi la relazione per Az ottengo

—| o, (x, V.2 )dA+ O, (x, Y, 4 )dA
I J + j(aaz(x’ »a), O(Az)jdAz 0
Az

S

|laz..(7.2)+ b7, (7.2)lam +— o

Th A

0z

Mandando al limite per Az — 0 abbiamo che A, — A, e dunque otteniamo in fine che 1’equilibrio
alla traslazione lungo z si scrive
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s
116) [laz, (7.2)+b7, (7.2 ﬂ+jaax—y’zl)dA=O

0z
h
Sostituendo a questa equazione la 11.2 otteniamo

T(af (7.2)+b, (7.7 )df]++j( 24 TdeA o«:jr 7.z dn+j[ 24 TIdeA 0

Th x y Ui x y

Se applico ancora il teorema della media integrale al primo integrale ottengo

T,
11.7) fnz(iz):—i—y ydA—ii xdA
An 1, y An I, !

Gli integrali rappresentano i cosiddetti momenti statici della figura individuata da A, . In analogia
con 1 momenti di inerzia si dice che il primo integrale rappresenta il momento statico rispetto la x e
il secondo quello rispetto la y. In genere i momenti statici sono indicati con la lettera S, per cui
abbiamo

11.8) S, = jydA S, = jdi

A A

A
Posto poi 7,_(77,Z)=7,. abbiamo che la 11.7 si scrive

119) 7, =——2§ ——-=§

Adesso si consideri che in genere nella
pratica si preferisce utilizzare un asse s
avente verso positivo opposto a quello
del versore n fin qui considerato. Inoltre
¢ anche consuetudine usare b al posto di
An. Con queste posizioni la 11.9 si

riscrive

T
1110) 7, =7, =1 > g 41 Te g
b1 b1,

X

Quello che si fa nella pratica ¢ X — \)
considerare questo valore medio per le Tsz y
tensioni tangenziali relative alla giacitura

individuata da k , ottenendo dunque una distribuzione di tensioni tangenziali come quella indicata
in figura.

¢ Condizione di annullamento delle deformazioni torsionali. Si ¢ detto che si parla di

sollecitazione di flessione e taglio quando le deformazioni di natura torsionale (rotazione della
sezione e suo ingobbamento) sono nulle. Ma come facciamo a sapere quali sono le condizioni in cui
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cio si verifica? La considerazione piu semplice da fare ¢ che le deformazioni di torsione sono nulle
se e solo se il lavoro di deformazione di torsione ¢ nullo. Ma questo ¢ fatto solo dalle componenti di
tensione 7_,7_,. Dunque la su espressione &

_l _l Mz ai_ Mz ai
L, —ZI(szyzx-i'sz?/zy)dV_2.[(7” J, [ax yj—i_fzy J, (ay-'-xjjdv

Vv Vv

dove abbiamo anche sostituito le espressioni delle deformazioni di torsione, secondo le 9.11.
Dunque la condizione di annullamento delle deformazioni di torsione si scrive

s _ s I/
i(%(ax yj+rz(ay+deV 0<:>lJ.(Z' ax+rzya T, y+7T, deV 0
<:>J-(T _x+sza_jdA—i_;[(_Tuy-l-%X)dA:O

dove si ¢ considerato che gli integrandi sono tutti indipendenti dalla variabile z . Se si ricorda poi la
11.4 abbiamo ancora

of
11.11) j(r Faa a—deA:TxyT ~T,x,

Adesso riscrivo I’integrale in una forma diversa:

a_f af (szf ) (T@'f )_ asz 81‘@, —
I(f x+ ]dA_A( ox dy / ox i dy da =

A e

Ricordando quindi la terza delle 11.3 abbiamo che I’integrale si scrive

S I (c.f) e ), o [Ty T
I(fuax+zyayjdA j( e da-{| 24 A

A A X y

Sostituendo quanto trovato nella 11.11 abbiamo

e, f) e, s) AP
j[ =y jdA jf[ T ]dA—TXyT T,x,

A

Possiamo poi applicare il teorema della divergenza al primo integrale del primo membro ottenendo

aj;f(funxﬂzy n, JdA - jf[

]dA Ty, —T,x;

y
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Il primo integrale ¢ nullo in accordo con le condizioni al contorno, per le tensioni, sulla superficie
laterale della trave. E in definitiva, riarrangiando, abbiamo ottenuto

T, T
I_}I yfdA+I—".[xfdA =-T,x +T.y;
X A

y A

Attribuendo alternativamente valore nullo a una delle due componenti del taglio si trova che questa
relazione equivale alle due seguenti

X = —ILI of (x, y)dA

x A

11.12) |
v =[x, y)aa
y A

Possiamo allora concludere che un taglio 7 non da luogo a deformazioni di torsione (e dunque da
luogo a una sollecitazione di flessione e taglio) se e solo se ¢ applicato nel punto definito dalle
11.12. Tale punto prende il nome di centro di taglio.

¢ Proprieta di ubicazione del centro di taglio. A partire dalle 11.12 ¢ possibile dimostrare le
seguenti proprieta che permettono di collocare immediatamente la posizione del centro di taglio:

® e vie¢ un asse di simmetria, il centro di taglio si trova su di esso;

® e vi sono due assi di simmetria, il centro di taglio coincide con la loro intersezione, ovvero
coincide col baricentro;

® sec’e un centro di simmetria, quello ¢ il centro di taglio (a destra nella figura);

® se la sezione ¢ formata da piu elementi rettangolari che si intersecano in un punto (vedi
figura), quel punto ¢ centro di taglio.
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Flessione e taglio per sezioni generiche

X L X

Sollecitazione

La trave ¢ soggetta a due tagli uguali ed opposti. In una delle due facce ¢
applicata una coppia il cui momento bilancia quello determinato dalla coppia
dei tagli. I due tagli sono applicati sul centro di taglio. Si dimostra che cio
comporta 1’assenza di deformazioni di torsione.

Tensioni tangenziali

T, T
T = jydA+ x jdi

R IN
Si precisa che il verso positivo di s & entrante nell’area A”. Si precisa inoltre
che i momenti di inerzia si intendono della sezione intera e non di A". Si
precisa infine che questo valore di tensione tangenziale ¢ il valore medio in b .

oA

Momenti statici

Definisco momento statico dell’area A’ rispetto all’asse x I’integrale

S, = J-ydA
T

Definisco momento statico dell’area A” rispetto all’asse y 1’integrale
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S, = [ xda

w

Il primo momento statico indicato & il prodotto dell’area di A" per la distanza
del suo baricentro dall’asse centrale x ; il secondo momento statico ¢ il prodotto
dell’area A" per la distanza del suo baricentro dall’asse centrale y .

Tensione normale

T.(1-2z)x Tv(l—z)y
o, =- —
) 1 1

y X

Rotazione della generica sezione

ap (o)== g (= I

T <
IE LEL 2

T|(-2) T,
do,(z)= sz = (/’X(Z)Zﬁ(l —gjz
,

y

Coordinate del centro di taglio

1 1
== [ loylda v =—[xf (x,y)da
x A y A

Proprieta di ubicazione del centro di taglio

® e vie¢ un asse di simmetria, il centro di taglio si trova su di esso;

® se vi sono due assi di simmetria, il centro di taglio coincide con la loro
intersezione, ovvero coincide col baricentro;

® se c’¢ un centro di simmetria, quello ¢ il centro di taglio (a destra nella
figura); - —

® se la sezione ¢ formata da
pi elementi rettangolari
che si intersecano in un .
punto (vedi figura), quel
punto ¢ centro di taglio.
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11.2. Flessione e taglio per sezioni compatte con un piano di simmetria

e con taglio contenuto in tale piano. Osserviamo intanto che il taglio risulta applicato
nel centro di taglio, dunque ci si trova realmente in un caso di sollecitazione di flessione e taglio.

¢ Tensione normale. Per quanto riguarda la TY
componente o, la 11.2 si scrive Y 5z -
Y.
T \l-z

11.13) O’Z(y,z)=—¥
e I’andamento ¢ quello indicato in figura. X G
e Tensioni tangenziali. Considerata 1’area A’ ) Tay b
evidenziata in figura, la 11.10 si scrive

1 T, 1 T
11.14) 7, (y)=—7=->5.(y)= 7| ydA A *

R b(y) I, j Y

Cerchiamo ora il valore di y per il quale si ha il valore massimo. Derivando si ha

d j ydA
J

dy b*(y)s

dz,(y) _T,| db(y) 1 N
I, b(y) dy

y
Ma si puo scrivere IydA = J-tb(t)dt e dunque
v

Y2

) D)t Fins o) |- - -

X

X

dove si sono sfruttate le regole di derivazione per funzioni integrali. Se ne conclude pertanto che la
componente 7_, massima si ha in

11.15) yz—m !

ydA
dy bz(y)i

Per ricavare la componente 7_, si pud applicare di nuovo la 11.10, ma si pu6 anche procedere in

modo diverso e cioe imponendo la condizione al contorno:
11.16) z.n +7 n =0

con n versore normale al bordo della sezione. Questa condizione impone che il vettore di
componenti 7,7, sia tangente punto per punto al bordo della sezione. Dunque abbiamo intanto

zx?

trovato (vedi figura) che
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11.17) ru(@, yj = —z_(y)tan(a(»)) ru(—@, yj =7,,(y)tan(e(y))

Questo pero vale solo sulla frontiera della sezione. Adesso consideriamo che la terza delle 11.3 si
scrive in questo caso

asz(x’ y)_i_afzy(y)_i_Tyy —
ox dy I

0

X

Derivando rispetto x e successivamente integrando, sempre rispetto x, otteniamo

=0=>—==2=g(y)= 7 (x, y)=x0,(y)+ 0, (y)

o°t (x,y) oT (x,y)
11.18) —&—"—=0 =
) ox? ox

Sostituendo quanto ottenuto nelle 11.16 si ha

o=z Gunta)  ~g 1)+ p0)=7, (s)nlaly)

Supponendo ¢, (y)=0 abbiamo allora

Sostituendo questo risultato nella 11.17 abbiamo in conclusione
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11.19) 7_(x,y)=~

%rzy(yhan(a(y»

by

Voglio adesso provare che comunque prendo un punto P, il vettore di coordinate 7_(P), 7. (P)

jad 2y

punta sempre il polo O. A tale scopo bastera dimostrare che

1120) %) _ng= HP
) OH

z,(P)
Ma, considerando la figura, abbiamo

OH = OBcos a

o 5 — OH = b N HP :2(—x)tana'
OBsina:E 2tana  OH b
Dunque la 11.20, considerando la 11.19, si scrive
2x
T t
50) =) o aty)

z.,(y) -~ b(y)

Ed ¢ immediato constatare che 1’uguaglianza ¢ verificata.

¢ Angolo di rotazione delle sezioni. Nella sollecitazione di flessione e taglio ci si aspetta, in
analogia col caso della flessione, che la generica sezione subisca una rotazione a causa dell’azione
del momento flettente. Ma il caso della flessione e taglio € caratterizzato, come sappiamo (vedi le
11.2.bis) da un momento flettente che varia linearmente con la z. In ogni caso resta valida la 8.61
(o la 8.48 se si preferisce) la quale, in considerazione del fatto che ¢ presente solo la componente x
del momento flettente e che deve essere applicata a un tratto infinitesimo di trave (per il quale il
momento flettente si considera costante), si scrive

M,
d(/’x(Z)Zﬁdz

X

Considerando poi la prima delle 11.2.bis si ha

T |-
11.21) dgox(z)z‘y‘l(—EZ)dz

Integrando abbiamo il valore dell’angolo di rotazione della sezione in z

i N 0 i GO L IS
i(l‘t)d("t)“zjz 2 ‘O__IXyE 2 __IxyE 2

Z B ‘T
!(l—t)dt——ﬁ

X

Dunque in definitiva
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y

T
11.22) ¢.(z)= IE(Z—%)Z

Si puo osservare che la sezione in z =1 subisce una rotazione pari a quella che, in una flessione
retta subirebbe se fosse sottoposta a un momento M, =T,/ , mentre per z </ la rotazione € sempre

inferiore a quella che si avrebbe nel caso della flessione retta citata. Queste considerazioni valgono
in generale per la flessione e taglio, dunque sono
applicabili anche al caso della sezione generica, dove B dn
pero, in generale, la sezione ruotera sia intorno ’
all’asse x che intorno all’asse y, essendovi in _7

generale due componenti del taglio. ’

¢ Slittamento relativo fra le sezioni. Nella

sollecitazione di flessione e taglio si capisce \
intuitivamente come ci si debba aspettare uno dz
slittamento relativo fra le sezioni. Vogliamo valutare
I’entita dello slittamento e per farlo ricorriamo a
considerazioni di carattere energetico. Prendendo un elemento della trave di lunghezza infinitesima
dz 1l lavoro che il taglio fa per far slittare di d7 la sezione in z+ dz, rispetto alla sezione in z, ¢

dato, secondo il teorema di Clapeyron, da

1 1
1123) dL=_T,dn=_T,pd:

Usando invece I’espressione 6.26 del potenziale elastico complementare, questo stesso lavoro si
scrive

dL = ZT]\PdAdz_zizﬁ(r r7, )dAdz—EZTZ | ( 4)(;) 2 (v)an*(a (y))+z-zy2(y)JdAdz:
1 ¥z b(y)/2 Ay’ 1 : Ay X b(y)12
gl ] et {Hb ' ay »]dxdyﬁdz fr. <y)(x+wtan (“(y”j_,,m,fy:

:%dzz%z@{w+Mtan2(a(y»+M+%y)tan2(a(y»jdy:

2 24 2

Y2

L efe (y>b<y>(1+§tan2(a(y>>jdy

2G ¢
N

dove ho sostituito 1la 11.19. Sostituendo anche la 11.14 si ha

1 T2 % ' 1
11.24) dL=—-—"-d dA | ——| 1+ =tan*(a d
R I Ee )

Confrontando le 11.23, 11.24 abbiamo allora

X
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11.25) ﬁy:é%yj[j ydA] $(1+%tan2(a(y))jdy

x »\A

Se definisco fattore di taglio 7, la grandezza adimensionale

ABGA A ’ 1 1 2
11.26) ;(},:'ByTy :I—zjuydAj m(l+§tan (a(y))jdy

ottengo infine per lo slittamento relativo d7 = f dz 1'espressione

T,

¢ Lavoro di deformazione. Calcolo il lavoro di deformazione attraverso I’espressione 6.26 del
potenziale elastico complementare

1 2 1 2 2 1 T(l—z)y ’ 1 2 4x* 2
¥Y=—0 +—(z'u +7, )z— - | +—7 | l+—tan’a |=
- 2G ) 1 2G ¢ b

X

1 (T(-2)y) 1 1 T (o ax?
- y—y +—2—L2 IydA 1+i2tan205 =
2E\ 1, 2G b (y) 1.7\ % b
T2(1— 2V 12 T2 2 2
_ L4 (-2)y +L_21 Lz(jydAj (1+4i2tan2aj:>
() 123 b
2

1 4T 1-2)y? 1 Lo 1 T ’ 4x*
L:—ij—dZdA'F%Ijbz(y)l—iz JydA 1+b—2tan a |dAdz =

z=l 2
1 [T (1=2)y* 1t 1 1] 4x
- (—y 3 > dA+2— — jydA 1+b—2tan2 (04 b(y)dde =
A x - A

M

=0
2 2 2

2
rrT T, ¢ A G 1 Ax
P i dA | [ 1+ 2 tan® o |dyd
6E 1737 2GAIIZIb(y)(/J;y N o ]yz

x A 0 x yn

Nell’integrale del primo addendo si riconoscono il momento centrale di inerzia rispetto x. Nel
secondo addendo si riconosce subito, in base alla 11.26, il fattore di taglio X, - Dunque si ha

PT? 1,
1128) L=——22 4 ° T2,
VL=ET Tacal A

X
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Flessione e taglio per sezioni con un piano di simmetria e
taglio giacente in tale piano

N
5z
Y,
X G
by TZY b
A % )
\(
Centro di taglio

Il centro di taglio si trova sull’asse di simmetria, dunque il taglio ¢ applicato nel
centro di taglio.

Tensioni tangenziali

T, 1
7,(0)= 578 (0)= " vdA
O30 55
Max(z,)  per y=dbl) 1 [ yaa
? dy b*(y)3
L’altra componente della tensione tangenziale —y_\ X
si pu0 ricavare o seguendo il procedimento \
consueto, o utilizzando la formula seguente: / P Y
(P)_ 2x 2—.@ Tangenza B
T \C)=— b tan @ >
Inoltre il vettore (sz (P), T, (P)) ha sempre la v

direzione della retta che passa per i punti O, P .
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b/2 b/2

Tensioni normali

_ TU-2)y
B I

X

Angolo di rotazione della sezione intorno all’asse x

_ |Ty|(l B Z)

T,
i9.)=" e 0= L1

Slittamento relativo e Fattore di taglio

_ T\' _ A 2 2 1 1 2
df]—;(yadz con Y%, —7J-Sx (y)m[l+§tan (a'(y))jdy

XN

Lavoro di deformazione

3 2 2
L: lgTy +ZT\ I,V

6E] 2GA

X

Ho indicato [ la lunghezza della trave.
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A b2 1 A al?2 1 A al?2
2= [0 s o= T st o= T o 4-v) 52

Applicazione alla sezione rettangolare

T Tyle-3)a.
—I; v %ﬁa z Ix
b
G a
x ;
A'/ Y Tav Gz
Centro di taglio

Il centro di taglio si trova su entrambi gli assi di simmetria, ovvero coincide con
il baricentro.

Tensioni tangenziali

T,= % Z;‘% (a2 —4y2) MAX(z_'Zy)z %Z—; per y=0
7,=0
Tensioni normali
T,(1—z)y
[ _I—

X

Angolo di rotazione della sezione intorno all’asse x

T,|(1-z) !

d¢<z)=sz:¢<z>=%[z—ijz

2

X

Slittamento relativo e Fattore di taglio

T, 6
dn=x, G—AdZ con Y%, =§

Momento statico e Momento di inerzia

2 2
szé(a——yzj Ixzabb—

21 4 12
Lavoro di deformazione
r°r} 31T}
= - 3 + — 4
Eab®> 5 GA

Ho indicato / la lunghezza della trave.

b I°

1
I W b(y) x —al2

x -al2
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x -al2 2

al2 2 al2 2 2 al2 2
AR e R e S
x -al2

41 *

5
_ab’ £+ a’ _a_5 " _ab’ (@ & a’ +a5+ a’ a’ ab® ( 2a’
412\32 325 8-6) . 41’

x -al2
éa/z a_z_y2 2d _ ab? ajg a_4+y4_a2y2 iy ab? ﬂ_,_y_s a2y3 al2
Ixz 4—a/2 4 4Ix2 —al?2 16

-al?2

@,a & @ L@ |_ab(2a | 2 24
32 325 86 32 325 86) 41°\ 32 325 8-
_ab’ 10a5+2a5 _4a’ \_ ab’ [ 30a° N 6a 204’ )_144 1 _61_6
41\32-5 32:5 32:3) 417\32:3-5 32-3-5 32:3.5) 1835 15 5
Applicazione alla sezione circolare
T 4T, Ty(e-2)R
Yy 3TR* Ly
G X |6
A\ A \
Ty G
N /. &
Al Y

Tav oz

Centro di taglio

Il centro di taglio si trova su entrambi gli assi di simmetria, ovvero coincide con il
baricentro.

Tensioni tangenziali

_4 1,

T, = sin’ @ MAX(T' ):i L per y=0
T 3R’ >0 3 R’

X _ a7,
T,= —771}, cotp=—

4T,
ﬂR3xcos¢) MAX(z'm)z-_i'3 R"Zsin(pCOS(p per x=1%
7

Tensioni normali

T.(1-2)y
o =0
: 1

X

Angolo di rotazione della sezione intorno all’asse x

T, (l—z)

1M y

T
dple)="—F—dz:= "’(Z):ﬁ(”%}

Slittamento relativo e Fattore di taglio

dn=y idz con Y -3
" GA Y27
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Momento statico e Momento di inerzia

2
Sx=2R3sin3(p IX=7zR2R—
3 4

Lavoro di deformazione

2 T} 16 1T,
= — - + — 4
3 EaR* 27 GA

Ho indicato [ la lunghezza della trave.

Applicazione alla sezione a doppio T

7|
B T
Y
| — T |
T £
(<] J'|§
M | [y
— . b % |
A | & |
= Y
Y

Centro di taglio

Il centro di taglio si trova su entrambi gli assi di simmetria, ovvero coincide con
il baricentro.

Tensioni tangenziali sull’ala inferiore

_ TS 2 3
T = X = Sx:_be IX:bBH_'FéH
b 2 2 12

Tensioni tangenziali sull’ala superiore

In modulo uguali alle precedenti ma di verso opposto.

Tensioni tangenziali sull’anima

f,,=TyS* S =Bb—H+5(H—2— 2j I =bBH—2+§H3
R Y- R 2 4 ! 2 12
Tensioni normali
T,(l-2z)y
=

X

Angolo di rotazione della sezione intorno all’asse x

T\' (Z_Z) T\' ( Zj
' 7= plz)=—|1—=|z
I.E 1E\ 2

do(z)="""——dz = ¢(z)
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Slittamento relativo e Fattore di taglio

1 bB b*B* 1 bB®
3t
A 10 SH O6°H> 26H

HS
e
12 OH

d?] Y d
- ,_ COn =
Z‘y G ! < Z}

In particolare per b=9J,B=H siha y, =3379

Momento di inerzia

3
I, —bBH—+ oH
2 12

Lavoro di deformazione

3 2 2
_ I'T, N IT, 7,
6EI, 2GA

Ho indicato / la lunghezza della trave.

A £8%(s)
= — X d =
YA Ixz_([ b(s) §
H 2
A B/21 —H /2 H H ?_y B/21 H H 2
=20 (=20 d — [ 1BZ+6 2 d 1 BB) = -2b&) = | d
23 H/2 2 B/2
=i2 bH'B” |1 | w0 (1 - 2y)(y Hj ds+bH j(B 2EVdE |=
I, 24 853, 2 2 2 4 4
A|[bH?B® 1"( H ¢ y Hj bH* ¢
=— +— bB— H-2 ds + B* +4&° —4B =
Ij{ 24 5_J,2( 2 2( y)(z 4 )] “Ty l( & -apghis
AlbHB 170 (bBH 5[ H? " H(6B° 2B 6B
=— = I —t—|— =y || ds+ + — =
I, 24 5 2 2| 4 4 (12 12 12
2
A |bH’B® 1 bBH &(H? bH’B’®
=— +— j —— 4| — =y || ds+ =
17 24 s 2 204 24
HI2 2 2 3 2
=AZL J- bBH+H§—y25 ds+ZBbH =
1764 3, 4 24
H/2 4 o2 3 2 3 2
:i2 L j ppru?+ J +y452+bBH 5—2bBHy25——H 5y2§ ds+BbH =
17\ 64 5, 16 2 2 12
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42 2 3 2 o2 H/2 35772
=iziszzH2y+ y+5_y5+bBH5y_2bBH5y3_H5 . +BbH _
1°| 64 16 5 2 3 6 i 12

2 5 2 5 4 4 2 3 2
i 1 szzH3+51:1 54H +3bBH§ bBH*6 53 +BbH
54 2 24.5 6 6 2%.3 12
Al 1l O0°H°> bBH'S)\ B’bH? A(SH’(3*B* 1 bB) SH’® Bb
———bBH +8— + + =—|— |5t -t |t 3
1° 5 24.3.5 3 12 1°\ 12 (6°H? 10 OH 12 0H
A 3b*B> 1 bB 3bB’ A OH’ ( 3b*B* 1 bB bB’
= gttt 3|7 2 2 o T
1° O’H?> 10 OH 20H 52H6(6b3+1j 12 | °H? 10 OH OH
144 \ 0H
3»*B> 1 bB 3bB’
A s vt o T o
_A S5’H®> 10 SH 28H
oH 1 (6bB

2
— 22241
12(&1 j

Si rileva che questo risultato differisce da quello indicato in tabella (preso da Capurso, pag.405).

Tuttavia a me sembra corretto quello qui calcolato.

Applicazione alla sezione a T
T
v B T
Tes TyBd Y
bl72T,
4 c c
—_— —. - — — T ? ]
H ? 6 d | e
§—~ | [— |
|
Y 2
TH-9" |y
2T,
Centro di taglio
I1 centro di taglio si trova sulla intersezione fra ala e anima.
Tensioni tangenziali sull’ala
TS 2
7. =% S =—bdé d= _OH™
“Ib 2(bB+H)
Tensioni tangenziali sull’anima
TS 2
T, =% 5 =é((H—d)2 _y2) __oH"
S ) 2 2(bB+0H)
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Tensioni normali
_T,(-z2)y
1

X

Angolo di rotazione della sezione intorno all’asse x

(1-z) y

y T'
dglz)="p—de= "’(Z):ﬁ(”%}

Slittamento relativo e Fattore di taglio

T, A
dnzz},adz con %, :I_

X

O‘—th

Da calcolare...

Momento di inerzia
;- b’B+SH’ N bBSH’
. 12 4(bB + oH )
Lavoro di deformazione

3 2 2
_ I'T, N IT, %,
6EI 2GA

X

Ho indicato [ la lunghezza della trave.

11.3. Flessione e taglio per sezioni sottili aperte. Si parte ammettendo che il
taglio sia applicato al centro di taglio della sezione. Se poi si vuole conoscere la posizione del
centro di taglio si impone, a calcoli ultimati, che la sollecitazione esterna agente sulla sezione
estrema (cioe la forza di taglio) sia equivalente alla sollecitazione delle tensioni interne, calcolata su
tale sezione. Assumendo come incognite le coordinate del centro di taglio ¢ allora possibile
determinare tali incognite.

¢ Tensioni tangenziali. Si applica direttamente la 11.10

11.29) 7.
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Con la considerazione aggiuntiva che in questo caso questa componente ¢ 1’unica componente
tangenziale e che piu ¢ sottile lo spessore della sezione ¢ piu ¢ giustificata I’operazione di media.

¢ Slittamento relativo fra le sezioni. Considerando un elemento della trave di lunghezza
infinitesima dz il lavoro che il taglio fa per far slittare di d77 la sezione in z+ dz, rispetto alla

sezione in z, ¢ dato, secondo il teorema di Clapeyron, da

11.30) dL= % (Tydn + Txdf) = % (T}ﬁy +T.8, )dz
— Ty

dg

s, /,7
S

Se consideriamo che gli angoli £, 8, possono dipendere ciascuno da entrambe le componenti del

taglio, possiamo provare a scriverli come una combinazione lineare delle componenti stesse:
11.31) B, =a,T, +a,T, p,=a,Tl +a,T,
Si puo6 dimostrare che con questa posizione deve essere a,, = a,, , infatti per il teorema di Betti si ha

che il lavoro di T, sulle deformazioni di 7, dato da 7,5, =T.a T,, deve essere uguale al lavoro di

T, sulle deformazioni di 7., dato da T, 5, =T,a,,T, . Dunque appunto a =a,, . Allora la 11.31 si
scrive

11.32) dL= %(Ty B, +T.B. )z = % .72 va,T +2a,1.7 s

Usando invece I’espressione 6.26 del potenziale elastico complementare, questo stesso lavoro si
scrive

z+dz 1 z4+dz L 3 d L _
1133) dL= | { WaAdz = [ ! b(s)fmz(s)dsdzzé ! b(s)z,” (s)ds
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dove ho indicato L la lunghezza della curva che descrive la linea mediana della sezione.
Considerando poi la 11.33 la 11.32 si scrive

2

T’ Lg?
11.34) dL =% LISX(s)dHTX
26173

E facendo le posizioni

2 A LS(s AALSZ(S) roA 58S (s)S,(s)
11.35 =—F =— X d — X y d
) X, 17 ! b(s e ! b(s) 5 A 11, ! b(s) g
la 11.34 si scrive
d
11.36) dL=_"" (r’y,+127,+217,2,)
Confrontando la 11.36 con la 11.32 otteniamo allora
a,=y./GA
2 2 1 2 2
(auTx +a, T~ +2a,TT, )= N (T‘ X, +T. x +2IT, ny):> a, =1, / GA
a,, = Z}‘/GA

Dunque sostituendo nelle 11.31 abbiamo

Zop  Zog
GA GA °

X Ay
11.37 LXT + 22T, , =
) he= GA " GA "’ 2

e in definitiva, riconducendoci in termini di spostamenti di slittamento, abbiamo

T
11.38) dé= ( GA ICX}‘A‘ sz dn=(—ISAx /ZA‘ sz

¢ Angolo di rotazione delle sezioni. Procedendo come nel paragrafo 11.2 si conclude che la
sezione in z + dz ruota intorno ai propri assi centrali, rispetto alla sezione in z, degli angoli
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(1-2)

I,E

‘T,‘(l - z)
1.E

11.39) do (z)= dz do,(z)= dz

Il primo indica appunto la rotazione intorno all’asse x, il secondo quella intorno all’asse y.
Integrando si hanno i due angoli di rotazione della sezione in z

‘T" < Z
11.40 = -= (z)=221-=
) 2.(a) IXE( 2} 2, I},E( 2}

¢ Lavoro di deformazione. Calcolo il lavoro di deformazione attraverso 1’espressione 6.26 del
potenziale elastico complementare

2 2
- T.(1- T
wolgry Loa L Tl=ae TUzahp A 1T o0 1T
2E 2G 2E I, I, 2G| b(s) I, b(s)1,
P T(-zfy* T.Txy(l-z)
:L( T (l 2) A 2Z)y L, I ol=2) )
2F I I 11,
y X Xy
1 1 Ty2 2 1 2 2 1
+ o) 2 25 (s)S.(s) |=
2(;(1;2(s)12 <) bi(s)1}? ) b*(s) 1,1, ((5)8, )
T21-2Px> T -2y _T.Txy(l-
:L“‘ T (1 2)x o 2Z)y o LTl Z)},dAJr
2EA0 Iy Ix Ix y
1 s 1 T, 1 T, | T.T
+— 8 + S 2 L S b(s)dsdz =
2G££[b2(s) S ) b(s)1 " ) b(s) 1.1, ((6)8,(5) pls)dsdz
z=l
=—Lj Ti-z)x> T, (-2y" _TTx(l-z) »
2E -, 31° 3 ° 31,1,
y X 2=0
(T T AR 172, |
[ =25 8.2 (5)+ 5 8,7 (5)+ 2~ -2 8 (5)S, (s) |ds =
2G 4| b(s) 1 b(s) Iy2 ’ b(s) I, ,
3 2.2 T2 2
:l_j TX)ZC yi) 2 X yxy dA
6EA Iy Ix xTy

6l; ( x j sz+ f ysz”Ii jJ/;xydA}rﬁl(T'zZy+Tx27(x+2TxT>‘ZX>‘)

Negli integrali del primo addendo si riconoscono i due momenti centrali di inerzia e il momento
misto, il quale ¢ nullo. Dunque
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6E\ I, I, | 2GA

y

3 2 T’2
1141) L= —Z—(TL+;J+L1(T)FZX +T y, +2TT,7.,)

Flessione e taglio per sezioni sottili aperte,
taglio applicato nel centro di taglio

Centro di taglio

Il metodo di determinazione del centro di taglio ¢ suggerito dalla figura a
destra: le sollecitazioni tangenziali nel seguito indicate sono quelle calcolate
assumendo che il taglio sia applicato nel centro di taglio, dunque il taglio
applicato nel centro di taglio deve essere equivalente alla sollecitazione che
andiamo calcolando. Questo vincolo permette di valutare la posizione del centro
di taglio.

Tensioni tangenziali

1 7 1 T 1 7 1 T
£ ()= (yaas LD (xaa= L Dg (LT ()
- b(s) I, A:L) b(s) I, A,J(-S) b(s) I b(s) I, -

Tensioni normali

:_TX(Z—Z)X _ Ty(l_z)y
1 1

y X

Angolo di rotazione della sezione

T, T,
I.E : 1,E

d(/’x(Z)=ﬂdZ do, (z)zﬂdz

T

X

(PX(Z)JIT—;’E‘(I—%}Z q’y(z):ﬁ(“éjz

Slittamenti relativi e Fattori di taglio

Ho indicato L la lunghezza della curva che descrive la linea mediana della
sezione.
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Lavoro di deformazione

p(r? 17 | , ,
L=—| =+ 2 |+—IUT "y +T +2TT. y ..
6E([y IXJ 2GA (} £, v X ! “Z”)

Ho indicato / la lunghezza della trave.

Applicazione alla sezione a C con taglio verticale

M

s \m\ﬁ

-~
<9
sl
O
<
T — e | — —

L b

|
T I

L~

Centro di taglio

Il centro di taglio si trova sull’asse di simmetria x, dalla parte della convessita
della sezione, a una distanza dall’asse dell’anima pari a

H’bB*
41

d =

Baricentro

- bB*
HJ +2bB

Tensioni tangenziali sull’ala superiore

T.S 2 3
LS sz—be ; bBH ;!
T Ib 2 2 12

Tensioni tangenziali sull’ala inferiore

In modulo uguali alle precedenti ma di verso opposto.

Tensioni sull’anima

_ TS, bBH &(H® bBH®> OH’
T, = S =——+—|—=y| I =
1 s 2 20 4 2 12

Tensioni normali

T,(I-z)y
I

X
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Slittamento relativo e Fattore di taglio

1 bB b*B*? bB*

—+———+3 S +2
T, A 2 3
dn=y,—>d: con y, = 10 0H O°H oH
" GA Y HO 1 bB
1+6—
12 OoH

In particolare per b=06,B=H siha y, =4,482

Lavoro di deformazione

2

SN2
6E I, 2GA

Ho indicato [ la lunghezza della trave.

o= o {2 ot -

x 0 0

A |bH? & bBH* o' ; bBH 't ) PH*%( , .,
— = Hs"+s" —2Hs" +—— | \Hs— +—|\B°+&°-2B =
R R e L ) Ee ) (e T S (G
2773 23 5 a\H 2 3\ 2 3 B
:iz bH’B’ +bBH +é H-s +s__2Hs +bBH Hs™ s~ +bH BE+o _ g _
I, 12 45 4\ 3 5 4 ) 2 2 3), 4 3 .
A (bH’B’ b°B°H° §(H° H° H’)| bBH H’)\ bH? ' B,
=— + -ttt B -B||=
I, 12 48 4\ 3 5 2 2 |2 3 4 3
A (bH?*B® b*B*H® OS6(10H° 6H° 15H°) bBH(3H® 2H®)\ bH?(3B’ B3 3B’
=— + +— + - + - + + =
I 12 45 4\ 30 30 30 2 6 6 4 3 3
A (bH*B’ b*B*H’ OH®° bBH' bH’B’ A (b*B*H® OH’ bBH 2bHB
=— + + + + =— + +
I, 12 45 120 12 12 I, 45 120
_ASH’ (3b°B’ L1, bB 2bB ASH’ 3b°B’ 1+bB 2bB’
1217 0 M e 1252H61 6bB '’ H'S 10 s e
+
144 OH

3*B>* 1 bB 2bB’
A s Tt o T
__ A H9" 10 OoH OH

oH 1 ( 6ij2
= 1+7
120 oH
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Applicazione alla sezione a C con taglio orizzontale

s My
A | / |
| f =l
z
X ¢ ClT 4 G G lG
Tl 1=l
i L | [
3 ] I
q\
B , HW
Centro di taglio

Il centro di taglio si trova sull’asse di simmetria x, dalla parte della convessita
della sezione, ad una distanza dall’asse dell’anima pari a

212
d:HbB
41

Baricentro

J_ bB’
HO +2bB

Tensioni tangenziali sull’ala superiore

TS
At By QL) () ) R W TN LY A
S 2 "2 6

Tensioni tangenziali sull’ala inferiore

In modulo uguali alle precedenti.

Tensioni sull’anima

TS,
7, = S,=—b—B(B—2z)—éz E—y I =Lowt v om+Lpy
S A R 2 2 12 6

Tensioni normali

_ T(l-z)x T,(l-z)y
I, 1

y X

Slittamento relativo e Fattore di taglio

A £S3(s)
dé =7,

T L
d =—|——d
Ak con X, . 2}[ o) s

Da calcolare ...

Lavoro di deformazione

LA N1 A
6E I, 2GA

Ho indicato [ la lunghezza della trave.
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Applicazione alla sezione ad L

1.1
— fe— £
L] o
4 I
G G —_— l
it S —
= = i [ \kL
T Y y 3
X = X VP 2%
4
Centro di taglio
Il centro di taglio si trova sulla intersezione delle due ali.
Baricentro

La posizione del baricentro ¢ indicata nel disegno a sinistra.

Tensioni tangenziali

7, = chf (2a-3¢) 7 3P’7

(6a 517)

Momenti stat1c1

5,=21c(a-2) s, =%f<za—5>

Momenti di inerzia

3 3
@ et
12 3

Tensioni normali

T.(I-z2)x T, (1-2)y
I, 1

y X

Slittamenti relativi e Fattori di taglio

T, T.T A §5S;(s)
dé = d = | 25d
5( " GA GAJZCOHZ Iv([b()s

T, T.T A §53(s)
dn = ~+ d =— | =~ d
n(}’GA GA]ZCOHZ I;[b()s

Da calcolare ..

Lavoro di deformazione

13 T2 TVZ 1 X 2
L=———| 2+ |+ —I\I, ", +T, y, +2T.T, 1,
6E ( Iy Ix J 2GA ( Y Iy X IX X ylx), )

Ho indicato [ la lunghezza della trave.
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11.4. Flessione e taglio per sezioni sottili chiuse con asse di simmetria e

taglio sovrapposto a esso. Si procede analogamente al caso delle sezioni sottili aperte e a
quello delle sezioni compatte con taglio per 1’asse di simmetria. Applicando la 11.10, per la
tensione tangenziale (vedi figura) si ha

_TLS,
261 V'I;

x A X

1142) 7. =—2 j dA
42) T :
© 2bl Y

dove si deve notare il 2 a denominatore dovuto al fatto
che b ¢ lo spessore della sezione, mentre la corda che

delimita A’, se ci si pensa, ¢ lunga 2b .

In base a questa stessa considerazione ¢ evidente che il
fattore di taglio, in accordo con la 11.35, si scrivera

dove con L/?2 ho indicato meta della lunghezza della linea mediana della sezione.

Flessione e taglio per sezioni sottili chiuse
con asse di simmetria e taglio sovrapposto a esso

%

Centro di taglio
Il centro di taglio si trova in un punto dell’asse di simmetria. Avendo il taglio
retta di azione coincidente con 1’asse di simmetria si ha che esso ¢ applicato al
centro di taglio.

Tensioni tangenziali

— TV SX
T, =—"
o 2b1,
Tensioni normali
_ T2y
I

X
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Angolo di rotazione della sezione

] y

d¢X(Z):TdZ = P \Z :ﬁ(l—ng

T, -z2) ) T

Slittamenti relativi e Fattori di taglio

T A H2S%(s)
dn=%"g SR RO
T="6a “ %y Ijl b(s)

Ho indicato L/2 la meta della lunghezza della curva che descrive la linea
mediana della sezione.

Lavoro di deformazione

3 T’2
L=—l—#+LlTvzzv
6E I 2GA ~

Ho indicato / la lunghezza della trave.

Applicazione alla sezione circolare cava

o

2 Iy »

Centro di taglio

Il centro di taglio si trova su entrambi gli assi di simmetria, ovvero coincide con
il baricentro. Poiché il taglio ha retta di azione coincidente con uno dei due assi
di simmetria allora esso ¢ applicato al centro di taglio.

Tensioni tangenziali

r,S, T,sinw

T, S =2R’bsinw I, =7Rb
o 2bl, bR
Tensioni normali
_ (-2
I

X
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Slittamenti relativi e Fattori di taglio

WM="ga 2

Ho indicato L/2 la meta della lunghezza della curva che descrive la linea
mediana della sezione.

Lavoro di deformazione

32
L=—Z—L+LZTVZ;(V
6E I, 2GA ~

Ho indicato / la lunghezza della trave.

11.5. Fattori di taglio in sezioni simmetriche. Se abbiamo una sezione simmetrica
rispetto all’asse y siamo portati a pensare che 7, non possa determinare uno slittamento anche

lungo I’asse x, proprio per questioni di simmetria: infatti dove slitterebbe la sezione, verso le
x positive o verso quelle negative? D’altra parte si ha pure, per le 11.38, che

X
dé =22
°=6a

Ty dz

e dunque necessariamente deve essere ¥, =0. In conclusione nelle sezioni con un asse di
simmetria il fattore di taglio misto si annulla e dunque
ZyTy

)
11.44) d& =222 (g dn=2224
) ds ca U GA *©

P(r? 1 1 , )
1145 L=———| 2>+ 2 |+—I\T"y . +T
) 6E(Iy I ] 2GA (} 22 XZX)

X
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Capitolo 12. La sollecitazione composta generica

12.1. Riduzione della sollecitazione composta. In generale il solido di Saint
Venant sara soggetto a un carico assiale eccentrico e a un taglio non applicato nel centro di taglio.
Come abbiamo visto queste due sollecitazioni vengono ridotte secondo lo schema indicato in figura.

FLESSIONE E TAGLIO
+ NON APPLICATA AL
CENTRO DI TAGLIO

CARICO ASSIALE
ECCENTRICO

Y v
CARICO ASSIALE
CENTRATO TORSIONE
+ +
FLESSIONE SEMPLICE + FLESSIONE E TAGLIO
INTORNO ALL’ASSE X APPLICATA AL CENTRO
+ DI TAGLIO
FLESSIONE SEMPLICE
INTORNO ALL'ASSE Y

In tal modo ci si ritrova in definitiva con le 5 sollecitazioni semplici illustrate:

e carico normale centrato

e flessione retta intorno all’asse x

e flessione retta intorno all’asse y

¢ flessione e taglio (cioe con taglio applicato nel centro di taglio)
® torsione

12.2. Spostamenti. Per quanto riguarda lo spostamento a cui & soggetta la sezione in z +dz
rispetto alla sezione in z abbiamo che esso ¢ descritto, riassumendo qui tutto quello che ¢ stato
dimostrato nella trattazione delle sollecitazioni semplici, dai seguenti 6 parametri, tre spostamenti e
tre angoli:

ég [ZX X Ixy ),j 'Z ’ [Iy y Ixy xj ’Z ’é, N -

GA GA GA GA EA
M M, M
do, =—dz dp, =—dz df=—=~-dz
EI. " EL GJ,

Nelle rotazioni intorno agli assi x,y mancano i contributi dovuti al taglio T . Non so per quale
motivo si escludano quei contributi, comunque queste formule sono tratte da Capurso, pag. 423.

Da notare che in presenza di un asse di simmetria, per quanto visto nel paragrafo 11.5, il fattore di
taglio misto si annulla e le 12.1 si scrivono



T T
GA GA EA
12.2) - 7 by
dp,=—*dz do,=—=dz df=—"dz
El. El, GJ,

12.3. Lavoro di deformazione. Nel paragrafo 35.2 si dimostrerd (all’interno della
dimostrazione della espressione del PLV per travi rettilinee) che in base al teorema di Clapeyron
applicato al concio di trave di lunghezza dz, il lavoro di deformazione elementare (da integrare
lungo z ) nel caso di una sollecitazione composta generica si scrive

12.3) dL= %(Nd§+de(px +M dp, +T,dé+T,dn+M,do):

Considerando allora le 12.1 tale lavoro assume la forma

2 M M T> T’ JTT, M?
1(N+ -ENE }+Z“‘+Z'”+ZZ} L+ —L |dz

12.4) dL=—
2\ EA EI, EI, GA GA GA  GJ,

Da notare che

® e sollecitazioni di carico centrato, flessione retta, e torsione non presentano lavori mutui,
cioe sono ortogonali energeticamente

¢ Je due componenti del taglio hanno un lavoro mutuo il quale si annulla pero nel caso in cui
la sezione abbia almeno un asse di simmetria

Nel caso in cui la sezione abbia almeno un asse di simmetria il fattore di taglio mutuo si annulla e la
12.4 si scrive

2 Mz M2 Tz TZ Mz
I{N + x+ y+zxx+1yy+ t dZ

12.5) dL=—
2\ EA EI, EI, GA GA GJ,

12.4. Stato tensionale. Nel caso generale avremo uno sforzo normale centrato, un flessione
deviata con momento in generale variabile da sezione e sezione (per I’eventuale presenza del
taglio), una torsione e un taglio. Comunque, in definitiva, la sollecitazione composta si riconduce a
una sollecitazione descritta da un tensore delle tensioni di tipo analogo a quello della flessione e
taglio, ovvero a un tensore del tipo

0 0 z.(P)
126) T(P)=| © 0 7,.(P)

Analizzando il tensore 12.6 ¢ possibile fare delle importanti deduzioni.

12.7) Lo stato tensionale -in caso di sollecitazioni semplici- ¢ sempre piano, infatti ¢ immediato
constatare che il determinate del 12.6 ¢ nullo.



12.8) II piano delle tensioni ¢ -punto per punto- quello parallelo all’asse z e contenente

Ed A A
t(P,kj =T(P)-k, infatti se consideriamo un asse & passante per P e contenente la componente

tangenziale di T(P)- k , allora (si osservi la figura) possiamo scrivere

0 0 T, (P)Yo0 cos o T, (P)) (cosar
t(P,kj-nz(T(P)-kj-nz 0 0 o.(P) o|||sina|=| 7 (P)||sina
r.(P) 7,(P) o.(P)\1 0 o.(P)) \0

A
dove si intende che il versore n=(cose sina 0) & il versore normale alla direzione &. Si
osservi ora che essendo

=7, CoS cosa=1,/7,;

T,=-T,sina sina=-7, /7
=
T,

possiamo riscrivere quanto sopra come segue:

N z..(P)) (7., (P)/7..(P)
I(P,kj.n: t,.(P)||-7.(P) 7 (P)|=7,(P) (P)-7 (P) (P)=0
o.(P)) (0

Questo significa che la direzione definita da n ¢ direzione principale con componente principale
nulla, ovvero (proprieta B dello stato tensionale piano) il piano z ¢ appunto piano delle tensioni.

piano delle
tensioni




12.5. Circoli di Mohr. Per rappresentare i circoli di Mohr dello stato tensionale 12.6 & utile
effettuare un cambio di base ed esprimere il tensione delle tensioni rispetto alla nuova base

A A A

(n £ kj che rispetto alla base di partenza (i Jj kj si scrive

., (P)iz.(P) z.(P)7.(P)

12.9) (2 : zﬁj:(? ; z?j-fu(pz)/fzé(p) fzy(p)gfzf(p)

:(? j JQJM

Per trovare dunque la nuova espressione 7' (P) del tensore delle tensioni rispetto alla nuova base si
consideri che

- O O

12.10) TI(P)XleI :(? i IQJT(P)Xz(zAz € 12)T'(P)X'

Sostituendo la 12.9 nella 12.10 abbiamo
(i j ij(P)X = (i j ijT'(P)X'
che per I’unicita delle coordinate rispetto ad una base porge

12.11) T(P)X = MT (P)X

Tenendo presente poi che deve anche essere

12.12) (? i 12))( - (2 € lﬁjx'

che considerata la 12.9 si scrive

12.13) (? f lijx :(? i /?jMx' o X =MX'
abbiamo che la 12.11 si scrive

12.14) T(P)MX =MT (P)X & M'T(P)MX =T (P)X

N

dove si ¢ considerato che in una matrice di cambio di basi ortonormali I'inversa ¢ uguale alla
trasposta. Dunque il tensore delle tensioni rispetto al sistema di riferimento 12.9 si scrive

12.15) T'(P)=M"T(P)M



Considerando I’espressione della matrice M abbiamo allora

t (P)it.(P) -7 (P)r.(P) O O 0 7.(P)
T'(P)=|7,(P)7.(P) 7, (P (P) O O 0 7,.(P)M=
0 0 1)\z.(P) 7,(P) o.(P)

0 0 0 0 0 0 r (P)7.(P) 7.(P)7.(P) O
= 0 0 r,.(P)|M=| 0 0 Z'Zé(P)J(—TM(P)/ng(P) 7, (P)it.(P) 0=
r.(P) z,(P) o,(P) r.(P) z,(P) o,P) 0 0 1
0 0 0 ., (P)7.(P) 7.(P)r.(P) Oy (0 O 0
= 0 0 .P)|-7,(Pc.(P) 7, (P)z.(P) O|=|0 0 7.(P)
r,(P) 7,(P) o.(P) 0 0 1 0 7.(P) o.(P)

Quindi abbiamo trovato in definitiva che il tensore dello stato tensionale della generica
sollecitazione composta, rispetto alla base 12.9 si scrive

0 0 0
12.16) T'(P)=|0 0  7.(P)
0 r,.(P) o.(P)

Per tracciare i circoli di Mohr si inizia da quello relativo al piano delle tensioni, per il quale si tenga
presente che o, (P)=0. Per esso si ricava immediatamente che

Centro = (O-ZZ(P) , Oj

Raggio = \/ (%P)jz +7,.(P)

Per le tensioni principali si ha poi

12.17)

12.18) 10,(P)=0,(P)=0

La massima tensione tangenziale vale
12.19) 7,,,, (P) = Raggio

Per gli angoli che individuano le direzioni principali e la direzione di massima tensione tangenziale
si ha



1) ——larctn £
o2 c. 12

4

12.20) y@, =7+ @,

T
Pyax = 5 + @

In figura ho riportato tutti questi elementi.

piano delle
tensioni

Ci0 che ¢ importante notare al termine di questi ultimi due paragrafi ¢ che qui abbiamo descritto la
situazione che si verifica sempre -in ogni caso di sollecitazione composta; dunque -in particolare-
questa trattazione si applica anche a ciascuna delle sollecitazioni semplici.



Capitolo 13. Criteri di sicurezza

13.1. Prova di trazione. Tutti i risultati ottenuti in questo testo sono relativi al modello
matematico del corpo lineare elastico. Questo modello descrive bene il comportamento di molti
materiali (in particolare acciaio) purché i valori delle tensioni a cui essi sono soggetti non superino
delle soglie oltre le quali il comportamento del materiale perde aderenza al modello matematico
proposto. In questo capitolo ci si occupa di presentare dei metodi per capire come identificare tali
soglie a partire dal semplice dato sperimentale della tensione di snervamentooy, la quale viene
determinata dalla prova di trazione-compressione.

In questa prova un provino oblungo di lunghezza [, e di sezione A ¢ soggetto a una forza di trazione
P di intensita crescente.

—G: ) @ﬁ

lo

Durante la prova vengono misurate le grandezze P (forza di trazione) e Al (allungamento del
provino) in modo da poter avere 1’andamento delle grandezze

P Al
Op =— g =—
A A
definite rispettivamente tensione nominale e deformazione convenzionale. L’ interpretazione della
prova si fa riportando in un grafico o, in funzione di &.. In figura ho rappresentato I’andamento
qualitativo di questo grafico per un acciaio a basso tenore di carbonio (materiale di grande interesse
nella componentistica meccanica).

4&

On

E=tg «x

&

»
»

Si identifica un primo tratto rettilineo: in questo ambito di sforzi il materiale presenta un
proporzionalita lineare fra sforzo e deformazione e resta definito cosi il famoso modulo di Young,
dato evidentemente dalla tangente dell’angolo «. In questo tratto, oltre al fenomeno della
proporzionalita lineare si riscontra quello dell’elasticita: ovvero il provino, azzerato il carico di
trazione, torna alla forma originale (e quindi, in particolare, alla sua lunghezza originale).



In generale un materiale pud avere comportamento elastico senza avere comportamento lineare: ¢
questo il caso delle leghe di alluminio per le quali dunque il modulo di Young ¢ funzione della
deformazione.

Nei materiali con comportamento elastico e lineare (come appunto gli acciai a basso tenore di
carbonio) il valore dello sforzo per il quale cessa il comportamento elastico e quello per il quale
cessa il comportamento lineare sono praticamente coincidenti.

In molti materiali (come gli acciai a basso tenore di carbonio considerati nel nostro esempio) il
tratto elastico lineare lascia il posto a un tratto in cui si registrano deformazioni consistenti in
corrispondenza a uno sforzo praticamente costante: si parla allora di smervamento e resta
individuata una tensione o, detta tensione di snervamento. Aumentando la tensione oltre tale
valore si entra nel campo della deformazione plastica: se si scarica il provino esso non ritornera
alla forma iniziale, ma conservera una deformazione residua.

Non in tutti i materiali la tensione di snervamento ¢ facilmente rilevabile come nel caso dei metalli
a basso tenore di carbonio, dove il tratto orizzontale della curva ., g, lo identifica chiaramente; in
questi casi si definisce convenzionalmente tensione di snervamento quella in corrispondenza della
quale si ha una deformazione residua (cio¢ a provino scarico) pari a 0,002.

Dopo lo snervamento si verifica il fenomeno detto dell’incrudimento: il materiale ricomincia a
opporre resistenza alla deformazione, ovvero ricomincia a richiedere incremento di carico per
deformarsi ulteriormente. In figura 1’incrudimento ¢ rappresentato dal tratto crescente che segue
quello orizzontale dello snervamento.

Aumentando ulteriormente il carico si ottiene infine la rottura del provino. Allora si distinguono
due casi: se 1’allungamento a rottura ¢ superiore al 5% della lunghezza iniziale del provino si parla
di materialiduttili, altrimenti si parla di materialifragili. Nei materiali duttili I’allungamento del
provino ¢ associato a un restringimento consistente della sezione dello stesso (fenomeno della
strizione) a causa della quale lo sforzo nominale tendera a distaccarsi in maniera sempre pil
consistente da quello effettivo: infatti sebbene lo sforzo effettivo cresca fino alla rottura quello
nominale, nei materiali duttili, risulta avere un tratto finale decrescente. E’ quello che succede
nell’acciaio a basso tenore di carbonio considerato nel nostro grafico, essendo tale materiale un
tipico esempio di materiale duttile.

Nella pratica ingegneristica 1 risultati della prova di trazione vengono ricondotti a quattro schemi
ideali ai quali corrispondono altrettante categorie di materiali.
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e Materiali perfettamente fragili. Materiali come il vetro e la ceramica hanno un
comportamento lineare fino alla rottura.

e Materiali elasto-plastici.] metalli a basso tenore di carbonio si comportano in modo
elastico lineare fino allo snervamento, dopo il quale hanno un ampio intervallo di
comportamento plastico (il tratto orizontale). Dopo lo snervamento si avra in molti casi un
incrudimento (il grafico avra nuovamente un tratto crescente). Tuttavia nelle applicazioni
pratiche si evita di portare il materiale fino all’incrudimento e dunque in definitiva quella
parte del diagramma non interessa.



¢ Materiali con incrudimento subito dopo lo snervamento.In questo caso manca la fase
plastica e il comportamento del materiale ¢ schematizzato attraverso du tratti lineari,
ciascuno dunque con il proprio modulo elastico.

e Materiali con legame curvilineo.Alcuni materiali, come le leghe di alluminio, alcuni
acciai, materiali polimerici, il rame ... non hanno il tratto lineare: in questo caso il modulo
di elasticita ¢ funzione della deformazione e inoltre lo sforzo di snervamento deve essere
definito in modo convenzionale, nel senso precisato piu sopra.

13.2. Risultati della prova di trazione. Dalla prova di trazione, come abbiamo visto,
si ricavano 1 seguenti parametri:

¢ Tensione di snervamento o la quale puo essere individuata da un tratto orizzontale del
diagramma della prova, oppure puo essere individuata convenzionalmente come quella
tensione in corrispondenza della quale si ha una deformazione residua, allo scarico, di 0,002.
Si ricorda che la tensione di snervamento ¢ di fondamentale importanza in quanto indica la
tensione oltre la quale cessa il comportamento elastico e lineare.

¢ Tensione di rottura o, che non ¢ in realta la tensione alla quale si rompe il provino, ma
piuttosto la massima tensione registrata nel diagramma della prova di trazione; tra I’altro
non ¢ neanche la tensione massima che si determina nel provino, ma ¢ inferiore ad essa in
quanto, per il fenomeno della strizione, la sezione reale del provino si riduce rispetto a
quella iniziale.

e Modulo di Young Eil quale ¢ di immediata determinazione per le prime tre categorie di
materiali analizzate nel precedente paragrafo, mentre risulta variabile in funzione della
deformazione per la quarta categoria di materiali.

Oltre alla prova di trazione esiste la prova di compressione, per la quale vale tutto quanto qui detto.
In alcuni materiali 1 parametri ricavati nella prova di trazione e quelli ricavati nella prova di
compressione coincidono (a meno del segno, per le tensioni). In altri invece essi sono diversi e
allora sara necessario specificare se sono relativi all’'una o all’altra prova (la tensione di
snervamento a compressione potrebbe essere ad esempio maggiore di quella a trazione...).

In particolare 1 materiali fragili sono piu resistenti a compressione che a trazione e infatti la tensione
di rottura a compressione ¢ maggiore di quella a trazione; i materiali duttili (sono i materiali che
abbiamo detto elasto-plastici) invece hanno un comportamento simmetrico a trazione e a
compressione.

13.3. Sollecitazione limite, sollecitazione ammissibile, coefficiente di
sicurezza a trazione. Criteri di resistenza. Si pongono le seguenti definizioni

¢ Sollecitazione limite a;;,,: rappresenta il valore della tensione oltre il quale si verifica un
certo fenomeno (snervamento, fine della linearita, rottura).

¢ C(oefficiente di sicurezza 7: ¢ un parametro adimensionale maggiore dell’unita che si usa
per indicare (vedi seguito) di quanto la massima tensione che puo verificarsi nel componente
deve essere al di sotto della tensione limite.

¢ Tensione ammissibileo,,,,: ¢ la massima tensione che si ammette possa verificarsi nel
componente. Se non si vuole che il componente subisca snervamento la tensione limite
coincidera con la tensione di snervamento e la tensione ammissibile dovra essere inferiore
alla tensione limite. Di quanto debba essere inferiore alla tensione limite lo stabilisce il
progettista o le normative, definendo il valore del coefficiente di sicurezza: se ad esempio si
desidera che la tensione ammissibile sia inferiore alla meta della tensione limite, intesa come
tensione di snervamento, si avra
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Nel caso qui indicato il coefficiente di sicurezza vale dunque 2. In genere esso ¢ compreso fra 1,2 e
10. Naturalmente 1 valori piu alti del coefficiente di sicurezza si avranno in quei casi in cui € in
gioco la sicurezza delle persone. La necessita di introdurre un coefficiente di sicurezza (pilt 0 meno
elevato) ¢ dettata da innumerevoli fattori: incertezza sui dati sperimentali relativi alla tensione
limite, possibile presenza di difetti nei componenti, incertezza sulla reale tensione massima che si
verifichera nel componente.

Tutto questo discorso vale se il componente ¢ soggetto a una sollecitazione monoassiale, ovveroa
una sollecitazione uguale a quella della prova di trazione. Ma in generale questa circostanza non si
verifica e sorge la necessita di trovare qualche criterio per sfruttare i dati della prova di trazione
anche per stati di tensione pitl complessi, per la situazione generale in cui tutte e sei le componenti
di tensione siano non nulle.

Nascono allora i criteri di resistenza i quali, partendo da diversi supposti teorici,
arrivano a definire un parametro detto tensione equivalenteo.q, il quale puo essere
direttamente confrontato con le grandezze ricavate dalle prove di trazione e
compressione.

13.4. Criterio di Rankine o della massima tensione principale. E’ usato
per materiali fragili e si basa sull’ipotesi che la rottura si realizza quando la massima tensione
principale supera il valore della tensione di rottura a trazione e quando la minima (cio¢ quella
negativa di valore maggiore) supera il valore della tensione di rottura a compressione. Allora se
consideriamo uno spazio di assi coordinati gy, 0,,d3, possiamo affermare che in base a questo
criterio gli stati tensionali sicuri sono tutti quelli ai quali corrisponde un punto di coordinate
(01,04, 03) che rientri nel cubo indicato in figura dove o, € la tensione di rottura a compressione e
o,¢ € la tensione di rottura a trazione.

03
(
1
! Oyt
1
1
| Ire N
I 4
1 / 01
1
| >
Urc: Ort
1
1 O-Tt
PR RN I I I SR
7
// O—
/’/ =
rd
e

Pertanto



nel criterio di Rankinela tensione equivalente é costituita dalla massima tensione
principale.

Consideriamo come esempio un materiale fragile (ghisa grigia) che presenti, in un dato punto, lo
stato tensionale descritto dal tensore

Oy Txy O 50 MPa 20MPa 0
Tey 0y 0)={20Mpa 30MPa 0
0 0 0 0 0 0

Intanto lo stato tensionale & piano con piano delle tensioni coincidente col piano xy. Cerchiamo
allora le altre due tensioni principali. Si ha

o+ 0 Oy — O\ 2 50 + 30 50 — 30\°
o =~ y+\/(’“2 %) +Txy2=TMPa+\/(T> +202MPa =

= 40MPa + v100 + 400MPa = 40MPa + 22,36 MPa = 62,36 MPa

o, +o O, — O\ 2 50 + 30 50 — 30\°
g, = — Y—J( X y) +Txy2=—MPa—\/<T) + 202MPa =

2 2 2
= 80MPa — V100 + 400MPa = 40MPa — 22,36 MPa = 17,63MPa

Poiché le tensioni principali sono tutte di trazione ci interessera conoscere esclusivamente la
tensione di rottura a trazione. Supponendo che sia g, = 150MPa il criterio di Rankine ci
garantisce contro la rottura del pezzo (essendo la massima tensione principale, che costituisce la
tensione equivalente di questo esempio, di 62,36MPa). Possiamo anche ricavare il fattore di
sicurezza considerando che

Ort Ort 150MPa 24
= = — == — ——— =
Oea = 1 = N = = 62 36MPa

13.5. Criterio di Tresca o della massima

tensione tangenziale. E’ usato per materiali duttilie
si basa sul presupposto che lo snervamento avvenga quando la
massima tensione tangenziale, nel punto in esame, raggiunge
il valore della tensione tangenziale massima del provino
sottoposto a prova di trazione (o di compressione) al momento
della rottura.

Tmax

Allora analizziamo in primo luogo lo stato tensionale di un
provino sottoposto a prova di trazione: il suo tensore delle
tensioni si scrive

0 0 0 0 0 O
<O 0 0): 0 0 O
00 o oo P/,

Dunque esso risulta gia in forma diagonale e le tensioni
principali sono 0; = 0, = 0,05 = g, = P/A. Le direzioni principali sono quella dell’asse z e degli

Oy



assi xycomunque ruotati (abbiamo un autovalore di molteplicita algebrica 2). Se si tengono presenti
allora i circoli di Mohr per stato tensionale generico (pag. 12) si trova che la tensione tangenziale
massima ¢ quella che si ha in corrispondenza a tutte le infinite giaciture con versore normale
inclinato di 45° rispetto all’asse di trazione (I’asse z); tra 1’altro tale tensione vale, sempre leggendo
i circoli di Mohr, T,,4, = 0,/2 = P/(2A). In figura sono indicati anche la direzione e il verso della
tensione tangenziale massima: essi risultano intuitivi ma possiamo comunque ricavarli

analiticamente. Si ha
V2
(-2

):Tmaxzzn' 0 |=

0 ( ﬁ/Z\I vzp (0
0 0 =—<o 2 /
2

P /A \/5/2 / 24

Dunque in condizioni di snervamento incipiente si ha

Ts = —

2

Ora consideriamo uno stato tensionale generico di tensioni principali o; < g, < 03. Sappiamo,
dall’analisi sui circoli di Mohr per stato tensionale generico (cap. 2) che la tensione tangenziale
massima si scrive  Tyqy = (03 —0y)/2. Pertanto, secondo il presente criterio, non si ha
snervamento finché ¢ verificata la condizione

03—01

13.)Tmax = 25

—0s —
STs_?@o-eq_oé_o-lSo-amm

La tensione equivalente in questo criterio ¢ dunque 0., = 03 — g; dove si intende 07 < 0, < 03.
Se consideriamo uno stato tensionale piano con o, = 0 e consideriamo tutti i casi possibili

o

01=0,U3<0 o,

01 = 0,0-3 >0
03 = 0,0-1 < 0
03=0,01>0 0-1

01,03 >0 o

04,03 <0
0, <0<o03
0-3<0<O_1 —0g

v

si ottiene che lo snervamento non si verifica purché il punto (oy,03) cada nel dominio indicato in
figura.

13.6. Criterio di Saint Venat o della massima deformazione principale.
Si basa sull’assunto che il materiale subisca danno quando la massima deformazione principale
raggiunge il valore della deformazione longitudinale del provino al momento dello snervamento,



per un materiale duttile, o della rottura, per un materiale fragile. Se indico ., la tensione
ammissibile e con &,,,,, 1a relativa deformazione longitudinale, sappiamo che sussiste la relazione

Jamm

gamm - E

D’altra parte dalle leggi di Hooke dirette 6.22, si ha anche

1
53 == E(O-g - V(O-l + 0-2))

e se per le deformazioni principali si ha & < &, < €3, allora il criterio di Saint Venant impone
come condizione di sicurezza

Uamm

1
&3 < Egmm & E(O-3 —v(oy + 02)) < < 03 —Vv(oy + 03) < Ogmm

In questo criterio dunque la tensione equivalente ¢

13.2) 0.4 = 03 — V(01 + 03)

Supponendo di trattare un materiale duttile, per il quale la tensione limite (cio¢ la tensione di
snervamento) ¢ la stessa a trazione e a compressione, allora 1’ulteriore condizione di sicurezza da

imporre (secondo il criterio di Saint Venant) sara

aamm

1
£1] < amm = | (01 = V(02 + 0)| < T & oy = v(0 + 03] < o

13.7. Criterio di Beltrami o della massima energia di deformazione. si
basa sull’assunto che il materiale subisca danno (snervamento per materiale duttile, rottura per
materiale fragile), quando I’energia di deformazione per unita di volume, ovvero il potenziale
elastico, raggiunge il valore del potenziale elastico del provino al momento del danno (snervamento
o rottura).

Utilizzando I’espressione 6.26 del potenziale elastico complementare, 1’energia potenziale per unita
di volume del provino al momento del danno vale

1 2
Wiim = ﬁ Olim

mentre il potenziale elastico complementare del generico stato tensionale si scrive

lp_1
~ 2E

1
(0,% + 0y + 0,%) — % (0x0y + 0,0, + 0,0,) + E(Txyz + Typ? + 7y,%)

Dunque la condizione di sicurezza secondo Beltrami (considerando non le grandezze limite, ma

quelle ammissibili) ¢

1 v 1 1
E(ze +0,%+0,%) - E(O'xO'y + 0,0, + 0,0,) + ﬁ(rxyz + Tyr? +1y,%) < ﬁaammz o



E
& (042 + 0y + 0,2) — 2v(0y0, + 0,0, + 0,0,) + E(Txyz + Tys? + 7y,2) < Oamm

La tensione equivalente ¢ allora evidentemente

13.3) 0pq = \/(axz + 0,2 + 0,2) — 2v(0xay + oy0, + 0,0,) + g (‘L'xyz + 7,2 + ‘L'yzz)

Ricordando la 6.12 abbiamo allora anche la scrittura

134) 0,5 = (042 + 0,2+ 0,%2) —2v(00, + 0,0, + 0,0,) + 2(1 +V)(Txy? + Tyz? + Ty5°
q y y T 0y y y

13.8. Criterio di Von Mises o della massima energia di deformazione

deviatorica. 1 criterio in oggetto cerca di fornire una condizione pii restrittiva rispetto a quello
di Beltrami, del quale si pu0 considerare un affinamento. Esso si basa sulla osservazione che
materiali duttili soggetti a uno stato di tensione idrostatico (cioe tale per cui le tre tensioni principali
hanno lo stesso valore), presentano una maggiore resistenza allo snervamento, rispetto al caso di
uno stato di tensione monoassiale. Questo fa ritenere che a produrre lo snervamento sia anzitutto la
componente deviatorica del tensore delle tensioni, cio¢ quella che determina una variazione di
forma senza variazione di volume.

Nel paragrafo 3.14 abbiamo scomposto il tensore delle deformazioni nella sua componente sferica
(che abbiamo dimostrato descrivere la variazione di volume) e in quella deviatorica (che, per
esclusione, deve descrivere la variazione di forma).Ponendo infatti

Ey = Ex — €
I — J—
Ey = Ey &
£, =&, —E
&g te te,
£ =——"—
3
si ha
£ Yxy  Yxz el Yxy  Yxz
X2 2 s 0 O X2 2
Yyx Yyz Yyx ’ Yyz
—-— €& _— ] = ~ZZ & 2
> y <O £ 0) + > y
Yzx Yzy 0 0 ¢ Yzx Yzy ’
- - & - 5 &
2 2 2 2

dove il primo tensore a secondo membro ¢ la componente sferica e il secondo la componente
deviatorica. Per il tensore degli sforzi si puo scrivere una decomposizione analoga: posto infatti

Oy =0y — O
Oy =0y —0
0, =0,—0
E
1-2v

&

abbiamo per il tensore degli sforzi la scrittura



!
L 2 TZ g 0 O Ox Txy Txz
yx yz — I
- Oy - |~ 0 0 O+ Oy 71y2
Tzx Tzy o 0 0 o Txz Txz O-Z’
2 2 z

La cosa importante ¢ tuttavia che, considerando le leggi di Hooke inverse 6.21,¢ facile dimostrare
che la componente sferica del tensore delle tensioni ¢ dovuta alla analoga componente del tensore
delle deformazioni; stesso discorso per la componente deviatorica, che risulta dovuta alla
componente deviatorica delle deformazioni.

Torniamo ora al criterio di Von Mises. Se ciod che porta allo snervamento del materiale ¢ soprattutto
la deformazione deviatorica, cioe¢ la variazione di forma, esprimiamo il potenziale elastico
complementare relativo alla componente deviatorica del tensore delle tensioni. Per fare questo
conviene calcolare il potenziale elastico relativo alla variazione di volume:

1 v 1-2v
‘}’vol=ﬁ(az +202+02)—E(02+02+02)=302 S
1-2v (0x + 0y +0,) _1-2vo,’ +0,°+0,° + 20,0y + 20,0, + 20,0,

E 6 -~ E 6
Poiché poi il potenziale elastico complessivo vale

1 Vv 1
V= (0,% + 0y + 0,%) — 5 (0x0y + 0,0, + 0,0,) + E(Txyz + Typ? + 7y,%)

si conclude che il potenziale elastico relativo alla deviazione vale

. Wiey =¥ — Wyo1 = 1
v

= — (0,2 + 0,2 + 0,°) — = (040, + 0,0, + 0,0;) + == (Tay? + Tuz? + Ty2%) —

2k 1-2 E 1-2 26

— 2y —2v
~~¢E (0,2 + 0,2 +0,%) -2 L (0x0y + 040, + 0,0,) =
1 1-2v v 1—-2v

— <ﬁ — 6E ) (O-xz + O—yz + O-Zz) _ (E + 2 6E ) (O'xO'y + O-yO-Z + O-xO-Z) +

1
+ﬁ (Txyz + Ty,% + ‘L'yzz) =

_ (#) (0% + 0,2 +0,%) — (W) (030, + 0,0, + 030,) +
+%(rxy2 + T+ 1y,°) =
= 13;1/ (0,2 + 0% +0,%) — 13+Ev (0,0, + 0,0, + 0,0,) +
+%(rxy2 + T %+ Ty%) =
= 13+EV (sz +0,% + 0,2 — (0,0, + 0,0, + axaz)) + %(rxyz + Tyr® + Ty%)

Essendo poi, per la 6.13




Abbiamo

1+v

13.5) Wyep = E(sz +0,% 4 0,2 — (040, + 0,0, + 0,0,) + 3(Tay 2 + 7% + Tyzz))

Nel caso di stato di sforzo monoassiale, per la 13.5, il potenziale elastico complementare relativo
alla variazione di forma vale, allo snervamento

1+v
13.6) W4, = — 0,2

) dev 3 S
Allora il criterio di Von Mises(considerando la tensione ammissibile al posto di quella limite, cioe
di snervamento) impone come criterio di sicurezza che sia

1+v

1+v
(ze +0,% 4 0,2 — (040, + 0,0, + 0,0,) + 3(Txy? + Tp° + Tyzz)) < —3f Jamm

3E

2 s

13.7) Jaxz + 0,2 + 0,2 — (0,0 + 0,0, + 0,0;) + 3(Tay? + Tuz? + Ty22) < Oumm

Dunque la tensione equivalente in questo criterio vale

13.8) 0pq = \/sz + 0,% +0,% — (axay + oy0, + axaz) + 3(Txy2 + 7,,% + Tyzz)

Considerando uno stato tensionale piano abbiamo che la figura limite individuata dal criterio di Von
Mises ¢ D’ellisse che circoscrive I’esagono del criterio di Tresca. Dunque il criterio di Tresca ¢ piu
restrittivo rispetto a quello qui considerato. Tuttaviail criterio di Von Mises ¢ il piu usato per
materiali duttili, tanto da apparire anche in molte normative.

13.9. Verifiche di sicurezza per la generica sollecitazione composta. Nei
paragrafi 12.4, 12.5 (ai quali si rimanda)abbiamo studiato lo stato tensionale della generica
sollecitazione composta (che puo in particolare essere una delle sollecitazioni semplici).Se allora
calcolo per tale stato tensionale le 0,4 di ciascuno dei cinque criteri illustrati, ottengo quanto segue.

Stato tensionale in P dovuto alla generica sollecitazione composta

Criterio di resistenza Condizione di sicurezzadeq < Ogmm
compressione 9z oz)* 2 2
p ? - (?) + Tyx + ’l'Zy > Oamm

13.9) Rankine

trazione 9z %z ’ 2 2
5+ (2) + Ty + Tpy% < Ogmm
02\ 2
13.10) Tresca 2 (?) + Tp? + Tp32 < O




13.11) | Saint Venant

0\ 2

Oz 2 2
(L=M)F+A+V) (?) + Ty + Toy? < Ogmm

13.12) Beltrami

JJZZ +2(1 + v)(Tar? + 7922) < Gamm

E
= \/af + E(szz + Tyzz) < Ogmm

13.13) Von Mises

JJZZ + 3(T? + 7y2%) < Oumm

Si ricorda che per costruire questa tabella si ¢ tenuta presente 1’espressione 12.6 del tensore dello
stato tensionale determinato nel generico punto P dalla generica sollecitazione composta, e i

risulatati del paragrafo 12.5, relativo al calcolo dei circoli diMhor di tale stato di tensione.

13.10. Verifiche di sicurezza per le sollecitazioni semplici. Ora particolarizzo

la tabella del precedente paragrafo al caso di ciascuna delle sollecitazioni semplici.

Criterio di resistenza

Condizione di sicurezza 0,4 < Ogmm

Sforzo normale(az = %)

13.14) Rankine

13.15) Tresca

13.16) Saint Venant

13.17) Beltrami

13.18) Von Mises

|Z| < |Uamm|

Lo sforzo normale ¢ costante su tutta la sezione A della trave, dunque la verifica di

Note . . e .
resistenza non deve essere fatta in un punto specifico della sezione.
. M,
Flessione retta (az = I—y)
X
: M,
13.19) Rankine T < |oamml
X




13.20)

Tresca

13.21) Saint Venant
13.22) Beltrami
13.23) Von Mises
Note La verifica di sicurezza va effettuata li dove lo sforzo normale assume il valore
massimo, in termini assoluti.
Flessione deviata (az = % y— ?x)
x y

13.24) Rankine
13.25) Tresca

M y

I_xyA _I_xA < |Gamm|
13.26) Saint Venant x y
13.27) Beltrami
13.28) Von Mises
Note Le massime tensioni, in valore assoluto, si hanno nei punti piu distanti dall’asse neutro.

Ed ¢ in tali punti che va verificata la condizione di cui sopra.




. N
Sforzo normale eccentrico (az =N 3;—"31 +N ’;—"x + Z)
x y

13.29) Rankine
13.30) Tresca
Y X N
NI—ny+NI—nx+Z < |gmml

13.31) | Saint Venant g ¢
13.32) Beltrami
13.33) Von Mises

Valgono le considerazioni fatte per la flessione deviata: si determina 1’asse neutro e poi

si considerano i punti pill lontani da esso; in corrispondenza di essi la tensione normale
Note | assume I’intensita massima (di trazione e di compressione). Si puo aggiungere che nel

caso della trazione eccentrica pu0 anche aversi la possibilita che I’asse neutro non

intercetti la sezione e allora si dovra fare solo una verifica, o per il valore ammissibile

di compressione o per quello di trazione.

0 0 Ty
Torsionel T=| 0 0 7y,
Tgx Tzy O
compressione To? +Tp% = || = oumm
13.34) Rankine
trazione To? +Tp% = |t] < owmm

13.35) Tresca 2 /szz + T5% = 2|E| < Oumm
13.36) Saint Venant 1+v) /szz +1,52 =0+ V|t < oumm




JZ(l + V) (1222 + 7,2) = V2 + V|| < Gamm
13.37 Beltrami
: E 2 2 E.-
= E(sz +Tyz )= 5|t| < Ogmm
13.38) Von Mises \/ 3(Tus? + Ty22) = V3|E| < 0umm
Dagli ultimi due criteri applicati, e da quello di Tresca, emerge chiaramente che il punto
Note della sezione al quale applicare i criteri di sicurezza deve essere quello in cui la tensione
raggiunge la massima intensita, perché se la condizione di sicurezza ¢ verificata in quel
punto allora lo € a maggior ragione nel resto della sezione.
0 0 Ty
Flessione e taglio[( T=( 0 0 1,
Tzx Tzy Oz
compressione 9z 92" 2 2
p 7 — (7) + Tz + sz = Oamm
13.39) Rankine
. o. 0,\?
trazione 72 + (72) + Ty + T5y2 < Oumm
13.40) Tresca O L 2 2
. 2 (7) + 7% + T2y° < Ogmm
13.41) | Saint Venant I AN
: (1—v)7+(1+v) (?) + Tzx? + T2y% < Ogmm
\/azz +2(1 + V) (T2? + 792%) < Oamm
13.42) Beltrami -
S 0,2+ E(szz + Tyzz) < Oamm
13.43) Von Mises \/ 0% + 3(Txz? + 122) < Gamm
Le componenti tangenziali non variano al variare della sezione; la componente
normale invece, che ricordo essere data da
M \z M T.(l- T\l-z
O-Z=_ y( )x+ x(Z)yZ_ x( Z)x_ y( )y
I, I 1 1
Note
¢ funzione della sezione. Dunque si osserva che
¢ la verifica di resistenza deve essere condotta nella sezione di massima tensione
normale;
® in tale sezione la verifica deve essere condotta nei punti in cui ¢ massima la




tensione equivalente fornita dal criterio adottato;

e per capire quali sono questi punti saranno utili i diagrammi delle tensioni
relativi alla sezione. In alcuni casi sara invece necessario procedere
analiticamente, ricavando i punti di massimo della tensione equivalente.

Si osserva che le tensioni equivalenti fornite dai vari criteri per la flessione e taglio
sono formalmente identiche a quelle viste nel paragrafo 13.9per la generica
sollecitazione composta. Questo perché in entrambi i casi il tensore delle tensioni ha
gli stessi elementi nulli.

13.11. Esempio. Consideriamo I’esempio della sezione circolare soggetta a flessione e taglio
(vedi figura). Volendo applicare il criterio di Von Mises, sara opportuno ricavare per via analitica il
punto di massimo della funzione

T,(l — z)R(—cos ¢) 2 4T, 2
_ / _ y vy o,
Oeq = [0,% +31,:% = \/( I +3 <3nR2 (sin <p)2)

Infatti dai diagrammi delle tensioni non & possibile capire ‘ad occhio’ dove possa trovarsi il punto
maggiormente sollecitato. Dunque per prima cosa ci si pone nella sezione in cui la tensione normale
assume il valore maggiore, ovvero la sezione estrema per z = 0, ottenendo la tensione equivalente

T 4T, Tyle-2)R
Y v 3R #1
2 G X G
R
| =5 Lo
NG A N
AN Tay Cz

2
(T,IR)" (cos ¢)? 4T, \>
O'eq=\/ Y i +3(3ﬂ;€2) (sing)*
X

Cerco allora il punto di massimo del radicando:

2 2 2
d ((Tle) (;:os ®) +3 ( 4Ty ) (sin ¢)4)

Iy 37mR?2

do

_ (LR i +12<4Ty)2(' )? cos ¢ =
= I cos ¢ sin @ 3-pz) (Sing)’cose =
2 [2R?
= 2T," cos @ sing <—Ix—2+ W(Sln (,0)2>

Poiché risulta



l2R2+ 32 (sineY? = 0 _ N 3m2R6[2 P 3m2R6]2
—_—— ——— (SIn = &~ Sin = —_— = Sin —_—
I,>  3m?R* 4 e 3212 e 3212

i punti tra i quali cercare la massima tensione equivalente sono quelli corrispondenti agli angoli

0 L tain-t 3m2R61?
= =+ = +sin -
@ p=t- ¢ 1212

Evidentemente a ciascuno degli angoli indicati corrispondono tutti i punti di un segmento parallelo
all’asse x.



Capitolo 13. Criteri di sicurezza

13.1. Prova di trazione. Tutti i risultati ottenuti in questo testo sono relativi al modello
matematico del corpo lineare elastico. Questo modello descrive bene il comportamento di molti
materiali (in particolare acciaio) purché i valori delle tensioni a cui essi sono soggetti non superino
delle soglie oltre le quali il comportamento del materiale perde aderenza al modello matematico
proposto. In questo capitolo ci si occupa di presentare dei metodi per capire come identificare tali
soglie a partire dal semplice dato sperimentale della tensione di snervamentooy, la quale viene
determinata dalla prova di trazione-compressione.

In questa prova un provino oblungo di lunghezza [, e di sezione A ¢ soggetto a una forza di trazione
P di intensita crescente.

(=D~

l

Durante la prova vengono misurate le grandezze P (forza di trazione) e Al (allungamento del
provino) in modo da poter avere 1’andamento delle grandezze

P Al
Op =— g =—
A A
definite rispettivamente tensione nominale e deformazione convenzionale. L’ interpretazione della
prova si fa riportando in un grafico o, in funzione di &.. In figura ho rappresentato I’andamento
qualitativo di questo grafico per un acciaio a basso tenore di carbonio (materiale di grande interesse
nella componentistica meccanica).

4&
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E=tg «x
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Si identifica un primo tratto rettilineo: in questo ambito di sforzi il materiale presenta un
proporzionalita lineare fra sforzo e deformazione e resta definito cosi il famoso modulo di Young,
dato evidentemente dalla tangente dell’angolo «. In questo tratto, oltre al fenomeno della
proporzionalita lineare si riscontra quello dell’elasticita: ovvero il provino, azzerato il carico di
trazione, torna alla forma originale (e quindi, in particolare, alla sua lunghezza originale).



In generale un materiale pud avere comportamento elastico senza avere comportamento lineare: ¢
questo il caso delle leghe di alluminio per le quali dunque il modulo di Young ¢ funzione della
deformazione.

Nei materiali con comportamento elastico e lineare (come appunto gli acciai a basso tenore di
carbonio) il valore dello sforzo per il quale cessa il comportamento elastico e quello per il quale
cessa il comportamento lineare sono praticamente coincidenti.

In molti materiali (come gli acciai a basso tenore di carbonio considerati nel nostro esempio) il
tratto elastico lineare lascia il posto a un tratto in cui si registrano deformazioni consistenti in
corrispondenza a uno sforzo praticamente costante: si parla allora di smervamento e resta
individuata una tensione o, detta tensione di snervamento. Aumentando la tensione oltre tale
valore si entra nel campo della deformazione plastica: se si scarica il provino esso non ritornera
alla forma iniziale, ma conservera una deformazione residua.

Non in tutti i materiali la tensione di snervamento ¢ facilmente rilevabile come nel caso dei metalli
a basso tenore di carbonio, dove il tratto orizzontale della curva ., g, lo identifica chiaramente; in
questi casi si definisce convenzionalmente tensione di snervamento quella in corrispondenza della
quale si ha una deformazione residua (cio¢ a provino scarico) pari a 0,002.

Dopo lo snervamento si verifica il fenomeno detto dell’incrudimento: il materiale ricomincia a
opporre resistenza alla deformazione, ovvero ricomincia a richiedere incremento di carico per
deformarsi ulteriormente. In figura 1’incrudimento ¢ rappresentato dal tratto crescente che segue
quello orizzontale dello snervamento.

Aumentando ulteriormente il carico si ottiene infine la rottura del provino. Allora si distinguono
due casi: se 1’allungamento a rottura ¢ superiore al 5% della lunghezza iniziale del provino si parla
di materialiduttili, altrimenti si parla di materialifragili. Nei materiali duttili I’allungamento del
provino ¢ associato a un restringimento consistente della sezione dello stesso (fenomeno della
strizione) a causa della quale lo sforzo nominale tendera a distaccarsi in maniera sempre pil
consistente da quello effettivo: infatti sebbene lo sforzo effettivo cresca fino alla rottura quello
nominale, nei materiali duttili, risulta avere un tratto finale decrescente. E’ quello che succede
nell’acciaio a basso tenore di carbonio considerato nel nostro grafico, essendo tale materiale un
tipico esempio di materiale duttile.

Nella pratica ingegneristica 1 risultati della prova di trazione vengono ricondotti a quattro schemi
ideali ai quali corrispondono altrettante categorie di materiali.

A A A A
Op F----m--- Ogb--------

» » » »
» » » »

e Materiali perfettamente fragili. Materiali come il vetro e la ceramica hanno un
comportamento lineare fino alla rottura.

e Materiali elasto-plastici.] metalli a basso tenore di carbonio si comportano in modo
elastico lineare fino allo snervamento, dopo il quale hanno un ampio intervallo di
comportamento plastico (il tratto orizontale). Dopo lo snervamento si avra in molti casi un
incrudimento (il grafico avra nuovamente un tratto crescente). Tuttavia nelle applicazioni
pratiche si evita di portare il materiale fino all’incrudimento e dunque in definitiva quella
parte del diagramma non interessa.



¢ Materiali con incrudimento subito dopo lo snervamento.In questo caso manca la fase
plastica e il comportamento del materiale ¢ schematizzato attraverso du tratti lineari,
ciascuno dunque con il proprio modulo elastico.

e Materiali con legame curvilineo.Alcuni materiali, come le leghe di alluminio, alcuni
acciai, materiali polimerici, il rame ... non hanno il tratto lineare: in questo caso il modulo
di elasticita ¢ funzione della deformazione e inoltre lo sforzo di snervamento deve essere
definito in modo convenzionale, nel senso precisato piu sopra.

13.2. Risultati della prova di trazione. Dalla prova di trazione, come abbiamo visto,
si ricavano 1 seguenti parametri:

¢ Tensione di snervamento o la quale puo essere individuata da un tratto orizzontale del
diagramma della prova, oppure puo essere individuata convenzionalmente come quella
tensione in corrispondenza della quale si ha una deformazione residua, allo scarico, di 0,002.
Si ricorda che la tensione di snervamento ¢ di fondamentale importanza in quanto indica la
tensione oltre la quale cessa il comportamento elastico e lineare.

¢ Tensione di rottura o, che non ¢ in realta la tensione alla quale si rompe il provino, ma
piuttosto la massima tensione registrata nel diagramma della prova di trazione; tra I’altro
non ¢ neanche la tensione massima che si determina nel provino, ma ¢ inferiore ad essa in
quanto, per il fenomeno della strizione, la sezione reale del provino si riduce rispetto a
quella iniziale.

e Modulo di Young Eil quale ¢ di immediata determinazione per le prime tre categorie di
materiali analizzate nel precedente paragrafo, mentre risulta variabile in funzione della
deformazione per la quarta categoria di materiali.

Oltre alla prova di trazione esiste la prova di compressione, per la quale vale tutto quanto qui detto.
In alcuni materiali 1 parametri ricavati nella prova di trazione e quelli ricavati nella prova di
compressione coincidono (a meno del segno, per le tensioni). In altri invece essi sono diversi e
allora sara necessario specificare se sono relativi all’'una o all’altra prova (la tensione di
snervamento a compressione potrebbe essere ad esempio maggiore di quella a trazione...).

In particolare 1 materiali fragili sono piu resistenti a compressione che a trazione e infatti la tensione
di rottura a compressione ¢ maggiore di quella a trazione; i materiali duttili (sono i materiali che
abbiamo detto elasto-plastici) invece hanno un comportamento simmetrico a trazione e a
compressione.

13.3. Sollecitazione limite, sollecitazione ammissibile, coefficiente di
sicurezza a trazione. Criteri di resistenza. Si pongono le seguenti definizioni

¢ Sollecitazione limite a;;,,: rappresenta il valore della tensione oltre il quale si verifica un
certo fenomeno (snervamento, fine della linearita, rottura).

¢ C(oefficiente di sicurezza 7: ¢ un parametro adimensionale maggiore dell’unita che si usa
per indicare (vedi seguito) di quanto la massima tensione che puo verificarsi nel componente
deve essere al di sotto della tensione limite.

¢ Tensione ammissibileo,,,,: ¢ la massima tensione che si ammette possa verificarsi nel
componente. Se non si vuole che il componente subisca snervamento la tensione limite
coincidera con la tensione di snervamento e la tensione ammissibile dovra essere inferiore
alla tensione limite. Di quanto debba essere inferiore alla tensione limite lo stabilisce il
progettista o le normative, definendo il valore del coefficiente di sicurezza: se ad esempio si
desidera che la tensione ammissibile sia inferiore alla meta della tensione limite, intesa come
tensione di snervamento, si avra
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Nel caso qui indicato il coefficiente di sicurezza vale dunque 2. In genere esso ¢ compreso fra 1,2 e
10. Naturalmente 1 valori piu alti del coefficiente di sicurezza si avranno in quei casi in cui € in
gioco la sicurezza delle persone. La necessita di introdurre un coefficiente di sicurezza (pilt 0 meno
elevato) ¢ dettata da innumerevoli fattori: incertezza sui dati sperimentali relativi alla tensione
limite, possibile presenza di difetti nei componenti, incertezza sulla reale tensione massima che si
verifichera nel componente.

Tutto questo discorso vale se il componente ¢ soggetto a una sollecitazione monoassiale, ovveroa
una sollecitazione uguale a quella della prova di trazione. Ma in generale questa circostanza non si
verifica e sorge la necessita di trovare qualche criterio per sfruttare i dati della prova di trazione
anche per stati di tensione pitl complessi, per la situazione generale in cui tutte e sei le componenti
di tensione siano non nulle.

Nascono allora i criteri di resistenza i quali, partendo da diversi supposti teorici,
arrivano a definire un parametro detto tensione equivalenteo.q, il quale puo essere
direttamente confrontato con le grandezze ricavate dalle prove di trazione e
compressione.

13.4. Criterio di Rankine o della massima tensione principale. E’ usato
per materiali fragili e si basa sull’ipotesi che la rottura si realizza quando la massima tensione
principale supera il valore della tensione di rottura a trazione e quando la minima (cio¢ quella
negativa di valore maggiore) supera il valore della tensione di rottura a compressione. Allora se
consideriamo uno spazio di assi coordinati gy, 0,,d3, possiamo affermare che in base a questo
criterio gli stati tensionali sicuri sono tutti quelli ai quali corrisponde un punto di coordinate
(01,04, 03) che rientri nel cubo indicato in figura dove o, € la tensione di rottura a compressione e
o,¢ € la tensione di rottura a trazione.
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nel criterio di Rankinela tensione equivalente é costituita dalla massima tensione
principale.

Consideriamo come esempio un materiale fragile (ghisa grigia) che presenti, in un dato punto, lo
stato tensionale descritto dal tensore

Oy Txy O 50 MPa 20MPa 0
Tey 0y 0)={20Mpa 30MPa 0
0 0 0 0 0 0

Intanto lo stato tensionale & piano con piano delle tensioni coincidente col piano xy. Cerchiamo
allora le altre due tensioni principali. Si ha

o+ 0 Oy — O\ 2 50 + 30 50 — 30\°
o =~ y+\/(’“2 %) +Txy2=TMPa+\/(T> +202MPa =

= 40MPa + v100 + 400MPa = 40MPa + 22,36 MPa = 62,36 MPa

o, +o O, — O\ 2 50 + 30 50 — 30\°
g, = — Y—J( X y) +Txy2=—MPa—\/<T) + 202MPa =

2 2 2
= 80MPa — V100 + 400MPa = 40MPa — 22,36 MPa = 17,63MPa

Poiché le tensioni principali sono tutte di trazione ci interessera conoscere esclusivamente la
tensione di rottura a trazione. Supponendo che sia g, = 150MPa il criterio di Rankine ci
garantisce contro la rottura del pezzo (essendo la massima tensione principale, che costituisce la
tensione equivalente di questo esempio, di 62,36MPa). Possiamo anche ricavare il fattore di
sicurezza considerando che

Ort Ort 150MPa 24
= = — == — ——— =
Oea = 1 = N = = 62 36MPa

13.5. Criterio di Tresca o della massima

tensione tangenziale. E’ usato per materiali duttilie
si basa sul presupposto che lo snervamento avvenga quando la
massima tensione tangenziale, nel punto in esame, raggiunge
il valore della tensione tangenziale massima del provino
sottoposto a prova di trazione (o di compressione) al momento
della rottura.

Tmax

Allora analizziamo in primo luogo lo stato tensionale di un
provino sottoposto a prova di trazione: il suo tensore delle
tensioni si scrive

0 0 0 0 0 O
<O 0 0): 0 0 O
00 o oo P/,

Dunque esso risulta gia in forma diagonale e le tensioni
principali sono 0; = 0, = 0,05 = g, = P/A. Le direzioni principali sono quella dell’asse z e degli

Oy



assi xycomunque ruotati (abbiamo un autovalore di molteplicita algebrica 2). Se si tengono presenti
allora i circoli di Mohr per stato tensionale generico (pag. 12) si trova che la tensione tangenziale
massima ¢ quella che si ha in corrispondenza a tutte le infinite giaciture con versore normale
inclinato di 45° rispetto all’asse di trazione (I’asse z); tra 1’altro tale tensione vale, sempre leggendo
i circoli di Mohr, T,,4, = 0,/2 = P/(2A). In figura sono indicati anche la direzione e il verso della
tensione tangenziale massima: essi risultano intuitivi ma possiamo comunque ricavarli

analiticamente. Si ha
V2
(-2

):Tmaxzzn' 0 |=

0 ( ﬁ/Z\I vzp (0
0 0 =—<o 2 /
2

P /A \/5/2 / 24

Dunque in condizioni di snervamento incipiente si ha

Ts = —

2

Ora consideriamo uno stato tensionale generico di tensioni principali o; < g, < 03. Sappiamo,
dall’analisi sui circoli di Mohr per stato tensionale generico (cap. 2) che la tensione tangenziale
massima si scrive  Tyqy = (03 —0y)/2. Pertanto, secondo il presente criterio, non si ha
snervamento finché ¢ verificata la condizione

03—01

13.)Tmax = 25

—0s —
STs_?@o-eq_oé_o-lSo-amm

La tensione equivalente in questo criterio ¢ dunque 0., = 03 — g; dove si intende 07 < 0, < 03.
Se consideriamo uno stato tensionale piano con o, = 0 e consideriamo tutti i casi possibili

o

01=0,U3<0 o,

01 = 0,0-3 >0
03 = 0,0-1 < 0
03=0,01>0 0-1

01,03 >0 o

04,03 <0
0, <0<o03
0-3<0<O_1 —0g

v

si ottiene che lo snervamento non si verifica purché il punto (oy,03) cada nel dominio indicato in
figura.

13.6. Criterio di Saint Venat o della massima deformazione principale.
Si basa sull’assunto che il materiale subisca danno quando la massima deformazione principale
raggiunge il valore della deformazione longitudinale del provino al momento dello snervamento,



per un materiale duttile, o della rottura, per un materiale fragile. Se indico ., la tensione
ammissibile e con &,,,,, 1a relativa deformazione longitudinale, sappiamo che sussiste la relazione

Jamm

gamm - E

D’altra parte dalle leggi di Hooke dirette 6.22, si ha anche

1
53 == E(O-g - V(O-l + 0-2))

e se per le deformazioni principali si ha & < &, < €3, allora il criterio di Saint Venant impone
come condizione di sicurezza

Uamm

1
&3 < Egmm & E(O-3 —v(oy + 02)) < < 03 —Vv(oy + 03) < Ogmm

In questo criterio dunque la tensione equivalente ¢

13.2) 0.4 = 03 — V(01 + 03)

Supponendo di trattare un materiale duttile, per il quale la tensione limite (cio¢ la tensione di
snervamento) ¢ la stessa a trazione e a compressione, allora 1’ulteriore condizione di sicurezza da

imporre (secondo il criterio di Saint Venant) sara

aamm

1
£1] < amm = | (01 = V(02 + 0)| < T & oy = v(0 + 03] < o

13.7. Criterio di Beltrami o della massima energia di deformazione. si
basa sull’assunto che il materiale subisca danno (snervamento per materiale duttile, rottura per
materiale fragile), quando I’energia di deformazione per unita di volume, ovvero il potenziale
elastico, raggiunge il valore del potenziale elastico del provino al momento del danno (snervamento
o rottura).

Utilizzando I’espressione 6.26 del potenziale elastico complementare, 1’energia potenziale per unita
di volume del provino al momento del danno vale

1 2
Wiim = ﬁ Olim

mentre il potenziale elastico complementare del generico stato tensionale si scrive

lp_1
~ 2E

1
(0,% + 0y + 0,%) — % (0x0y + 0,0, + 0,0,) + E(Txyz + Typ? + 7y,%)

Dunque la condizione di sicurezza secondo Beltrami (considerando non le grandezze limite, ma

quelle ammissibili) ¢

1 v 1 1
E(ze +0,%+0,%) - E(O'xO'y + 0,0, + 0,0,) + ﬁ(rxyz + Tyr? +1y,%) < ﬁaammz o



E
& (042 + 0y + 0,2) — 2v(0y0, + 0,0, + 0,0,) + E(Txyz + Tys? + 7y,2) < Oamm

La tensione equivalente ¢ allora evidentemente

13.3) 0pq = \/(axz + 0,2 + 0,2) — 2v(0xay + oy0, + 0,0,) + g (‘L'xyz + 7,2 + ‘L'yzz)

Ricordando la 6.12 abbiamo allora anche la scrittura

134) 0,5 = (042 + 0,2+ 0,%2) —2v(00, + 0,0, + 0,0,) + 2(1 +V)(Txy? + Tyz? + Ty5°
q y y T 0y y y

13.8. Criterio di Von Mises o della massima energia di deformazione

deviatorica. 1 criterio in oggetto cerca di fornire una condizione pii restrittiva rispetto a quello
di Beltrami, del quale si pu0 considerare un affinamento. Esso si basa sulla osservazione che
materiali duttili soggetti a uno stato di tensione idrostatico (cioe tale per cui le tre tensioni principali
hanno lo stesso valore), presentano una maggiore resistenza allo snervamento, rispetto al caso di
uno stato di tensione monoassiale. Questo fa ritenere che a produrre lo snervamento sia anzitutto la
componente deviatorica del tensore delle tensioni, cio¢ quella che determina una variazione di
forma senza variazione di volume.

Nel paragrafo 3.14 abbiamo scomposto il tensore delle deformazioni nella sua componente sferica
(che abbiamo dimostrato descrivere la variazione di volume) e in quella deviatorica (che, per
esclusione, deve descrivere la variazione di forma).Ponendo infatti

Ey = Ex — €
I — J—
Ey = Ey &
£, =&, —E
&g te te,
£ =——"—
3
si ha
£ Yxy  Yxz el Yxy  Yxz
X2 2 s 0 O X2 2
Yyx Yyz Yyx ’ Yyz
—-— €& _— ] = ~ZZ & 2
> y <O £ 0) + > y
Yzx Yzy 0 0 ¢ Yzx Yzy ’
- - & - 5 &
2 2 2 2

dove il primo tensore a secondo membro ¢ la componente sferica e il secondo la componente
deviatorica. Per il tensore degli sforzi si puo scrivere una decomposizione analoga: posto infatti

Oy =0y — O
Oy =0y —0
0, =0,—0
E
1-2v

&

abbiamo per il tensore degli sforzi la scrittura
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L 2 TZ g 0 O Ox Txy Txz
yx yz — I
- Oy - |~ 0 0 O+ Oy 71y2
Tzx Tzy o 0 0 o Txz Txz O-Z’
2 2 z

La cosa importante ¢ tuttavia che, considerando le leggi di Hooke inverse 6.21,¢ facile dimostrare
che la componente sferica del tensore delle tensioni ¢ dovuta alla analoga componente del tensore
delle deformazioni; stesso discorso per la componente deviatorica, che risulta dovuta alla
componente deviatorica delle deformazioni.

Torniamo ora al criterio di Von Mises. Se ciod che porta allo snervamento del materiale ¢ soprattutto
la deformazione deviatorica, cioe¢ la variazione di forma, esprimiamo il potenziale elastico
complementare relativo alla componente deviatorica del tensore delle tensioni. Per fare questo
conviene calcolare il potenziale elastico relativo alla variazione di volume:

1 v 1-2v
‘}’vol=ﬁ(az +202+02)—E(02+02+02)=302 S
1-2v (0x + 0y +0,) _1-2vo,’ +0,°+0,° + 20,0y + 20,0, + 20,0,

E 6 -~ E 6
Poiché poi il potenziale elastico complessivo vale

1 Vv 1
V= (0,% + 0y + 0,%) — 5 (0x0y + 0,0, + 0,0,) + E(Txyz + Typ? + 7y,%)

si conclude che il potenziale elastico relativo alla deviazione vale

. Wiey =¥ — Wyo1 = 1
v

= — (0,2 + 0,2 + 0,°) — = (040, + 0,0, + 0,0;) + == (Tay? + Tuz? + Ty2%) —

2k 1-2 E 1-2 26

— 2y —2v
~~¢E (0,2 + 0,2 +0,%) -2 L (0x0y + 040, + 0,0,) =
1 1-2v v 1—-2v

— <ﬁ — 6E ) (O-xz + O—yz + O-Zz) _ (E + 2 6E ) (O'xO'y + O-yO-Z + O-xO-Z) +

1
+ﬁ (Txyz + Ty,% + ‘L'yzz) =

_ (#) (0% + 0,2 +0,%) — (W) (030, + 0,0, + 030,) +
+%(rxy2 + T+ 1y,°) =
= 13;1/ (0,2 + 0% +0,%) — 13+Ev (0,0, + 0,0, + 0,0,) +
+%(rxy2 + T %+ Ty%) =
= 13+EV (sz +0,% + 0,2 — (0,0, + 0,0, + axaz)) + %(rxyz + Tyr® + Ty%)

Essendo poi, per la 6.13




Abbiamo

1+v

13.5) Wyep = E(sz +0,% 4 0,2 — (040, + 0,0, + 0,0,) + 3(Tay 2 + 7% + Tyzz))

Nel caso di stato di sforzo monoassiale, per la 13.5, il potenziale elastico complementare relativo
alla variazione di forma vale, allo snervamento

1+v
13.6) W4, = — 0,2

) dev 3 S
Allora il criterio di Von Mises(considerando la tensione ammissibile al posto di quella limite, cioe
di snervamento) impone come criterio di sicurezza che sia

1+v

1+v
(ze +0,% 4 0,2 — (040, + 0,0, + 0,0,) + 3(Txy? + Tp° + Tyzz)) < —3f Jamm

3E

2 s

13.7) Jaxz + 0,2 + 0,2 — (0,0 + 0,0, + 0,0;) + 3(Tay? + Tuz? + Ty22) < Oumm

Dunque la tensione equivalente in questo criterio vale

13.8) 0pq = \/sz + 0,% +0,% — (axay + oy0, + axaz) + 3(Txy2 + 7,,% + Tyzz)

Considerando uno stato tensionale piano abbiamo che la figura limite individuata dal criterio di Von
Mises ¢ D’ellisse che circoscrive I’esagono del criterio di Tresca. Dunque il criterio di Tresca ¢ piu
restrittivo rispetto a quello qui considerato. Tuttaviail criterio di Von Mises ¢ il piu usato per
materiali duttili, tanto da apparire anche in molte normative.

13.9. Verifiche di sicurezza per la generica sollecitazione composta. Nei
paragrafi 12.4, 12.5 (ai quali si rimanda)abbiamo studiato lo stato tensionale della generica
sollecitazione composta (che puo in particolare essere una delle sollecitazioni semplici).Se allora
calcolo per tale stato tensionale le 0,4 di ciascuno dei cinque criteri illustrati, ottengo quanto segue.

Stato tensionale in P dovuto alla generica sollecitazione composta

Criterio di resistenza Condizione di sicurezzadeq < Ogmm
compressione 9z oz)* 2 2
p ? - (?) + Tyx + ’l'Zy > Oamm

13.9) Rankine

trazione 9z %z ’ 2 2
5+ (2) + Ty + Tpy% < Ogmm
02\ 2
13.10) Tresca 2 (?) + Tp? + Tp32 < O




13.11) | Saint Venant

0\ 2

Oz 2 2
(L=M)F+A+V) (?) + Ty + Toy? < Ogmm

13.12) Beltrami

JJZZ +2(1 + v)(Tar? + 7922) < Gamm

E
= \/af + E(szz + Tyzz) < Ogmm

13.13) Von Mises

JJZZ + 3(T? + 7y2%) < Oumm

Si ricorda che per costruire questa tabella si ¢ tenuta presente 1’espressione 12.6 del tensore dello
stato tensionale determinato nel generico punto P dalla generica sollecitazione composta, e i

risulatati del paragrafo 12.5, relativo al calcolo dei circoli diMhor di tale stato di tensione.

13.10. Verifiche di sicurezza per le sollecitazioni semplici. Ora particolarizzo

la tabella del precedente paragrafo al caso di ciascuna delle sollecitazioni semplici.

Criterio di resistenza

Condizione di sicurezza 0,4 < Ogmm

Sforzo normale(az = %)

13.14) Rankine

13.15) Tresca

13.16) Saint Venant

13.17) Beltrami

13.18) Von Mises

|Z| < |Uamm|

Lo sforzo normale ¢ costante su tutta la sezione A della trave, dunque la verifica di

Note . . e .
resistenza non deve essere fatta in un punto specifico della sezione.
. M,
Flessione retta (az = I—y)
X
: M,
13.19) Rankine T < |oamml
X




13.20)

Tresca

13.21) Saint Venant
13.22) Beltrami
13.23) Von Mises
Note La verifica di sicurezza va effettuata li dove lo sforzo normale assume il valore
massimo, in termini assoluti.
Flessione deviata (az = % y— ?x)
x y

13.24) Rankine
13.25) Tresca

M y

I_xyA _I_xA < |Gamm|
13.26) Saint Venant x y
13.27) Beltrami
13.28) Von Mises
Note Le massime tensioni, in valore assoluto, si hanno nei punti piu distanti dall’asse neutro.

Ed ¢ in tali punti che va verificata la condizione di cui sopra.




. N
Sforzo normale eccentrico (az =N 3;—"31 +N ’;—"x + Z)
x y

13.29) Rankine
13.30) Tresca
Y X N
NI—ny+NI—nx+Z < |gmml

13.31) | Saint Venant g ¢
13.32) Beltrami
13.33) Von Mises

Valgono le considerazioni fatte per la flessione deviata: si determina 1’asse neutro e poi

si considerano i punti pill lontani da esso; in corrispondenza di essi la tensione normale
Note | assume I’intensita massima (di trazione e di compressione). Si puo aggiungere che nel

caso della trazione eccentrica pu0 anche aversi la possibilita che I’asse neutro non

intercetti la sezione e allora si dovra fare solo una verifica, o per il valore ammissibile

di compressione o per quello di trazione.

0 0 Ty
Torsionel T=| 0 0 7y,
Tgx Tzy O
compressione To? +Tp% = || = oumm
13.34) Rankine
trazione To? +Tp% = |t] < owmm

13.35) Tresca 2 /szz + T5% = 2|E| < Oumm
13.36) Saint Venant 1+v) /szz +1,52 =0+ V|t < oumm




JZ(l + V) (1222 + 7,2) = V2 + V|| < Gamm
13.37 Beltrami
: E 2 2 E.-
= E(sz +Tyz )= 5|t| < Ogmm
13.38) Von Mises \/ 3(Tus? + Ty22) = V3|E| < 0umm
Dagli ultimi due criteri applicati, e da quello di Tresca, emerge chiaramente che il punto
Note della sezione al quale applicare i criteri di sicurezza deve essere quello in cui la tensione
raggiunge la massima intensita, perché se la condizione di sicurezza ¢ verificata in quel
punto allora lo € a maggior ragione nel resto della sezione.
0 0 Ty
Flessione e taglio[( T=( 0 0 1,
Tzx Tzy Oz
compressione 9z 92" 2 2
p 7 — (7) + Tz + sz = Oamm
13.39) Rankine
. o. 0,\?
trazione 72 + (72) + Ty + T5y2 < Oumm
13.40) Tresca O L 2 2
. 2 (7) + 7% + T2y° < Ogmm
13.41) | Saint Venant I AN
: (1—v)7+(1+v) (?) + Tzx? + T2y% < Ogmm
\/azz +2(1 + V) (T2? + 792%) < Oamm
13.42) Beltrami -
S 0,2+ E(szz + Tyzz) < Oamm
13.43) Von Mises \/ 0% + 3(Txz? + 122) < Gamm
Le componenti tangenziali non variano al variare della sezione; la componente
normale invece, che ricordo essere data da
M \z M T.(l- T\l-z
O-Z=_ y( )x+ x(Z)yZ_ x( Z)x_ y( )y
I, I 1 1
Note
¢ funzione della sezione. Dunque si osserva che
¢ la verifica di resistenza deve essere condotta nella sezione di massima tensione
normale;
® in tale sezione la verifica deve essere condotta nei punti in cui ¢ massima la




tensione equivalente fornita dal criterio adottato;

e per capire quali sono questi punti saranno utili i diagrammi delle tensioni
relativi alla sezione. In alcuni casi sara invece necessario procedere
analiticamente, ricavando i punti di massimo della tensione equivalente.

Si osserva che le tensioni equivalenti fornite dai vari criteri per la flessione e taglio
sono formalmente identiche a quelle viste nel paragrafo 13.9per la generica
sollecitazione composta. Questo perché in entrambi i casi il tensore delle tensioni ha
gli stessi elementi nulli.

13.11. Esempio. Consideriamo I’esempio della sezione circolare soggetta a flessione e taglio
(vedi figura). Volendo applicare il criterio di Von Mises, sara opportuno ricavare per via analitica il
punto di massimo della funzione

T,(l — z)R(—cos ¢) 2 4T, 2
_ / _ y vy o,
Oeq = [0,% +31,:% = \/( I +3 <3nR2 (sin <p)2)

Infatti dai diagrammi delle tensioni non & possibile capire ‘ad occhio’ dove possa trovarsi il punto
maggiormente sollecitato. Dunque per prima cosa ci si pone nella sezione in cui la tensione normale
assume il valore maggiore, ovvero la sezione estrema per z = 0, ottenendo la tensione equivalente

T 4T, Tyle-2)R
Y v 3R #1
2 G X G
R
| =5 Lo
NG A N
AN Tay Cz

2
(T,IR)" (cos ¢)? 4T, \>
O'eq=\/ Y i +3(3ﬂ;€2) (sing)*
X

Cerco allora il punto di massimo del radicando:

2 2 2
d ((Tle) (;:os ®) +3 ( 4Ty ) (sin ¢)4)

Iy 37mR?2

do

_ (LR i +12<4Ty)2(' )? cos ¢ =
= I cos ¢ sin @ 3-pz) (Sing)’cose =
2 [2R?
= 2T," cos @ sing <—Ix—2+ W(Sln (,0)2>

Poiché risulta



l2R2+ 32 (sineY? = 0 _ N 3m2R6[2 P 3m2R6]2
—_—— ——— (SIn = &~ Sin = —_— = Sin —_—
I,>  3m?R* 4 e 3212 e 3212

i punti tra i quali cercare la massima tensione equivalente sono quelli corrispondenti agli angoli

0 L tain-t 3m2R61?
= =+ = +sin -
@ p=t- ¢ 1212

Evidentemente a ciascuno degli angoli indicati corrispondono tutti i punti di un segmento parallelo
all’asse x.



Capitolo 14. Sistemi piani

In questo capitolo affronto il problema statico di strutture piane costituite da elementi traviformi (o
travi) comunque vincolati fra loro e con il telaio (ovvero con un corpo che consideriamo fisso) e
comunque sollecitate.

14.1. Trave. Sia y una curva dello spazio e sia S una superficie piana tale che

1) il suo baricentro sia su y;
2) il piano che la contiene sia ortogonale a y;
3) il suo diametro sia piccolo rispetto alla lunghezza di y.

Allora dico trave il solido descritto da S che scorre lungo y, con S che puo variare forma ed
estensione mentre scorre, purché rispetti sempre le condizioni 1,2,3. Dico poi che y costituisce
I’asse geometrico della trave.

Si aggiunge che per sezione di una trave si intende ogni intersezione fra la trave e un piano
ortogonale all’asse geometrico della trave stessa.

Una trave si dice piana quando il suo asse geometrico giace tutto su un piano il quale contenga un
asse centrale di inerzia di ogni sezione della trave.

14.2. Equazioni della statica. Ricordiamo che 1’equilibrio meccanico di un corpo (e
dunque anche di una trave) si realizza se e solo se sono verificate le due' equazioni globali della
statica dei corpi rigidi le quali porgono

ra | pvo_
140y (B HE =
M¢ + M? =0

E F =
¥ R

dove

-

e F: risultante della sollecitazione attiva ;
e F7: risultante della sollecitazione vincolare;
e M7 momento totale della sollecitazione attiva rispetto a un generico punto 4;

° MZ: momento totale della sollecitazione vincolare rispetto a un generico punto A.

14.3. Vincoli del piano. Poniamo alcune definizioni necessarie a impostare il problema
dello studio statico delle strutture piane.

® n:numero di corpi rigidi interconnessi che costituiscono la struttura;

e g: numero di gradi di liberta della struttura piana: se gli elementi della struttura sono n
allora g = 3n;

e v: numero dei gradi di vincolo imposti dai 6 tipi® di vincoli piani (elencati nella tabella
seguente), cio¢ I’incastro(i), la cerniera(ce), I’incastro scorrevole o doppio pendolo(is), il
pendolo(p), il carrello (ca) e il doppio-doppio pendolo(ddp). Si trova

' Le due equazioni globali della statica sono due equazioni vettoriali le quali dunque si traducono in sei equazioni
scalari.
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142) v=3i+2(c+is)+p+ca+ddp

dove si intende che i ¢ il numero di incastri, pe il numero di pendoli, etc. Questa formula
vale solo se si assume che i vincoli siano esterni (cio¢ ancorati a uno spazio di riferimento
assunto immobile) e che siano semplici, ovvero che non siano collegati a due o piu elementi
della struttura (nel seguito discuteremo il caso di vincoli interni e multipli);

¢ r:numero delle reazioni vincolari incognite(risulta r = v);

¢ un insieme di vincoli imposti a un sistema ¢ definito inefficace quando pur essendo v > g il
sistema ha ancora la possibilita di muoversi,nel qual caso si parla anche di vincoli mal
posti;

e supponendo i vincoli tutti efficaci allora, nel caso in cui sia v < g, la differenza g — v
indica i gradi di liberta residui il cui numero & pari al numero dei parametri scalari
indipendenti necessari e sufficienti a definire la posizione della struttura; tali parametri sono
detti coordinate lagrangianec anche incognite cinematiche. Se invece alcuni vincoli sono

inefficaci il numero delle incognite cinematiche sara maggiore di g — v.

Per esemplificare gli enti appena definiti si consideri la trave AB in figura:e vincolata al telaio con
una cerniera in 4 e un carrello in B. Il grado di vincolo ¢ dunque v = ce + ca = 2 + 1 = 3 mentre
i gradi di liberta, trattandosi di un solo corpo, sono g = 3. La posizione della trave nel piano risulta
univocamente individuata dall’angolo 6, il quale costituisce ’unica coordinata lagrangiana, ovvero
I’unica incognita cinematica. Si osserva che, pur essendo v = g, si ha un grado di liberta residuo, il
che significa, secondo le definizioni date, che il sistema di vincoli ¢ inefficace, ovvero i vincoli
sono mal posti.

Segue la rassegna dei vincoli del piano:se ne indicano reazioni vincolari e grado di vincolo.

Vincoli del piano
Simbolo e reazioni esplicabili dal | Grado di
vincolo vincolo

Nome

Incastro

N

? L’incastro scorrevole e il doppio pendolo sono in realta lo stesso vincolo (cid che conta non & il nome o la
rappresentazione grafica, ma il tipo di reazione vincolare).
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Ry
7
Cerniera s 2
/]
/
Incastro
scorrevole
/]
7 ’
Doppio
pendolo
/]
/7
Biella o 1
pendolo
Carrello 1
Doppio
doppio 1
pendolo

Questi vincoli risultano

e olonomi (o di posizione) cio¢ impongono delle restrizioni alle posizioni assumibili dal
corpo a essi collegato;

e fissi cioe indipendenti dal tempo;

e bilaterali nel senso che i gradi di liberta lasciati liberi sono tali in entrambe le direzioni (per
intenderci la cerniera, ad esempio, permette la rotazione in entrambi i versi);

e lisci (o privi di attrito) nel senso che i movimenti ai quali non si oppongono possono
avvenire senza attrito;

e perfetti (0o non cedevoli) nel senso che i movimenti ai quali si oppongono non possono in
alcun modo avvenire.
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14.4. Vincoli interni nel piano. Vediamo adesso cosa succede se i vincoli sopra elencati
collegano fra loro pil elementi della stessa struttura. In questo caso il calcolo dei gradi di vincolo
deve essere effettuato prendendo come elemento fisso uno degli elementi collegati, e poi

ol J
%
N

moltiplicando i gradi di vincolo offerti dal vincolo in oggetto per i restanti elementi. Consideriamo
la struttura in figura. Contando i gradi di liberta residui, cioe le incognite cinematiche, troviamo che
essi sono 12 (tanti quanti le doppie frecce in figura); essendo poi n = 14 risulta g = 3n =42 e
dunque

g—v=12=v=9g—-12=30
Vediamo ora come si possa ricavare il numero di gradi di vincolo ragionando direttamente sui
vincoli stessi. Procediamo nodo per nodo (intendo con nodi i punti di convergenza di piu elementi
della struttura, fra loro e/o con lo spazio di riferimento).
® nodo 1: un incastro collega un elemento allo spazio di riferimento, dunque v; = i-1 = 3;
e nodo 2: una cerniera collega fra loro 5 elementi, dunque, presone uno come fisso abbiamo

v,=ce-(5—1)=2-4=28;

¢ nodo 3: una cerniera collega fra loro 3 elementi, dunque, presone uno come fisso abbiamo
v,=ce-(3—1)=2-2=4;

e nodo 4: un carrello collega 3 elementi; uno si considera fisso, quello sul quale il carrello
scorre, poi si considera il vincolo come un carrello che vincola un elemento a cui sono
collegati 2 elementi attraverso una cerniera (coincidente con la cerniera del carrello); in base
a questo ragionamento il grado di vincoloév, =ca+ce-(2—-1)=1+2-1=3;

e nodo 5: un incastro collega 3 elementi, dunque vs =i- (3 —1) =3:2 = 6;

e nodo 6: una cerniera collega 4 elementi, dunque vy = ce- (4 —1) =2-3 = 6.

Sommando abbiamo i gradi di vincolo complessivi

V=0, +v,+v3+ 0, +vs+1vs=3+8+4+3+6+6=30
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e ritroviamo il risultato ottenuto contando le incognite cinematiche. Si pud osservare che al fine di
ricavare i gradi di liberta residui ¢ piu facile contare le incognite cinematiche piuttosto che i
gradi di vincolo.

14.5. Strutture piane.Al fine di esaminare senza ambiguitail problema statico delle
strutture piane propongo qui e nel seguito alcune definizioni che probabilmente non sono del tutto
aderenti a quelle che si riscontrano in altri testi di Scienza delle Costruzioni:

e telaio: ¢ lo spazio di riferimento (si pud pensare anche come un corpo rigido) rispetto al
quale si valuta il moto della struttura;

e struttura: ¢ I'insieme di uno o piu travi comunque vincolate fra loro e con il telaio, cioe
I’insieme delle travi e dei vincoli;

e struttura piana: quando gli assi geometrici delle sue travi sono tutti contenuti nello stesso
piano.

La differenza fra gradi di liberta e gradi di vincolo di una struttura discrimina i tre casi seguenti:
e struttura labile: quando v < g;
e struttura isostatica: quando v = g;
e struttura iperstatica: quando v > g.

In genere nei testi queste definizioni considerano che i gradi di vincolo siano tutti efficaci: in questo
caso una struttura iperstatica non avra mai gradi di liberta residui, cosi come una struttura isostatica.
Io preferisco invece non imporre, in queste definizioni, la condizione di efficacia ai gradi di
vincolo: quindi, secondo questa posizione, si possono avere strutture isostatiche e iperstatiche con
gradi di liberta residua. Questa posizione permette, a mio avviso, di essere meno ambigui nella
trattazione che segue.

Se si considera ad esempio la trave disegnata nel paragrafo 14.3 si trova che pur essendo una
struttura isostatica (poiché v = g), essa presenta un grado di liberta residuo.

14.6. Sistemi piani. Pongo le seguenti definizioni:

¢ sollecitazione: ¢ I'insieme delle forze generalizzate (cio¢ forze e coppie) agenti sulla
struttura;

o sollecitazione reattiva: ¢ la sollecitazione delle forze che i vincoli esercitano sulle travi a
cui sono collegati;

¢ sollecitazione attiva: ¢ la sollecitazione delle forze che agiscono dall’esterno sulle travi,

come il campo gravitazionale, il campo elettrico, il campo magnetico, i carichi imposti alle
travi...

® sollecitazione piana: quando le forze sono tutte contenute nello stesso piano e le coppie
sono tutte ortogonali a tale piano;

e sistema: ¢ I'insieme di una struttura e di una sollecitazione agente su di essa;
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e sistema piano: ¢ I'insieme di una struttura piana e di una sollecitazione piana, riferite allo
stesso piano.

Il sistema 14.1 permette di associare univocamente (ma non biunivocamente) a ogni sistema piano
un sistema lineare di g equazioni in v incognite, che indichiamo

14.3) AgnXw) = Fg

dove (come vedremo negli esempi)
® la matrice dei coefficienti A, ) € individuata dalla geometria della struttura;
¢ il vettore delle incognite X,y ha come elementi tutte e sole le reazioni vincolari;
® il vettore dei termini noti F(4) € individuato dalla sollecitazione esterna.

Come sappiamo dall’ Algebra Lineare il sistema 14.3 pud avere una soluzione, infinite soluzioni o
nessuna soluzione a seconda del valore del rango della matrice dei coefficienti. In particolare:

e rg(4) =rg(A|F) = v & lasoluzione esiste ed & unica;
e 1rg(A) =rg(A|F) < v © esistono infinite soluzioni;
e rg(4) <rg(A|F) < non esistono soluzioni.

Da un punto di vista fisico 1’esistenza di una o piu soluzioni, ovvero la compatibilita del sistema
14.3, si traduce nella quiete della struttura sotto quella data sollecitazione, ovvero nella possibilita
delle reazioni vincolari di bilanciare la sollecitazione attiva; se invece il sistema lineare 14.3 non

ammette soluzioni, cioe ¢ impossibile, allora la sollecitazione attiva determina il moto della
struttura, ovvero i vincoli non sono in grado di offrire resistenza alla sollecitazione attiva.

Per discriminare questi tre tipi di sistemi la Scienza delle Costruzioni usa le seguenti definizioni:

e sistema staticamente determinato: esiste una e una sola sollecitazione reattiva che bilancia
la sollecitazione attiva (la struttura € in quiete)< la soluzione del sistema della statica 14.3
esiste ed & unica & rg(A) =rg(A|F) = v;

e sistema staticamente indeterminato:esistono infinite sollecitazioni reattive che bilanciano
la sollecitazione attiva (la struttura ¢ in quiete) < esistono infinite soluzioni del sistema
della statica 14.3< rg(A) = rg(A|F) < v;

e sistema staticamente impossibile: nessuna sollecitazione reattiva ¢ in grado di bilanciare la
sollecitazione attiva (la struttura si muove)< non esistono soluzioni del sistema della

statica 14.3< rg(A) < rg(A|F).

In definitiva tutti 1 possibili sistemi possono essere classificati nelle dieci categorie riportate nelle
tre tabelle seguenti.
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v<g

struttura labile comunque sollecitata

1.1

1.2

rg(A)

<v

vincoli inefficaci

rg(Ad) =v

vincoli efficaci

1.1.1

1.1.2

1.2.1

1.2.2

rg(4) = rg(AlF)

sistema
staticamente
indeterminato

rg(4) <rg(AlF)

sistema
staticamente
impossibile

rg(4) = rg(A|F)

sistema
staticamente
determinato

rg(4) <rg(A|F)

sistema
staticamente
impossibile

rg(4) =rg(AIF) <v <g

rg(d) <rg(AIF)<v<g

rg(d) =rg(AlIF) =v<g

rgld) <rg(A|IF)=v<g

v=g

struttura isostatica comunque sollecitata

2.1

22

rg(A)

<v

vincoli inefficaci

rg(Ad) =v

vincoli efficaci

2.1.1

2.1.2

rg(A) = rg(A|F)

sistema
staticamente
indeterminato

rg(A) <rg(AlF)

sistema
staticamente
impossibile

rg(4) = rg(A|F)

sistema
staticamente determinato

rg(d) =rg(AIF)<v=g

rg(A) <rg(A|IF) <v=g

rgd) =rg(Ad|IF) =v=g
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v>g

struttura iperstatica comunque sollecitata

3.1 3.2
rg(d) <g rg(A) =g
vincoli inefficaci vincoli efficaci
3.1.1 3.1.2
rg(A) = rg(A|F) rg(A) < rg(A|F) rg(4) = rg(A|F)
sistema sistema sistema
staticamente staticamente staticamente indeterminato
indeterminato impossibile
rg(A) =rg(AIF) <g<v | rg(A) <rg(A|F) <g<v rg(4) =rg(A|F) =g <v

I dieci casi elencati nelle 3 tabelle precedenti si ritrovano seguendo il noto algoritmo risolutivo dei
sistemi di equazioni lineari, applicato al sistema 14.3, che riporto qui di seguito.

sistema staticamente
impossibile,ovvero uno
rg(A) = rg(A|F) falso = dei seguenti casi
1.1.2,1.2.2
2.1.2,3.1.2
Vero
U
rg(A) =g falso = uno dei seguenti casi
1.1.1,1.2.1
Vero 2.1.1,3.1.1
U
\’
si eliminano g — rg(A)
— righe, lasciando solo
rg(A) = v quelle L.I.
falso = uno dei seguenti casi
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VEro

U 1.1.1,2.1.1

3.1.1,3.2

sistema staticamente l
determinato, ovvero
uno dei seguenti casi

si attribuisce valore
parametrico arbitrario a
v —rg(A) incognite

1.2.1,2.2

sistema staticamente indeterminato,
ovvero uno dei seguenti casi

1.1.1,2.1.1
3.1.1,3.2

Si osserva tra ’altro che

1 sistemi costituiti da strutture labilie isostatiche possono dare luogo a tutti e tre i sistemi
possibili (staticamente determinato, indeterminato, impossibile);

i sistemi costituiti da strutture iperstatiche non possono mai essere sistemi staticamente
determinati;

1 sistemi costituiti da sollecitazioni attive nulle sono sempre risolvibili (o staticamente
determinati o indeterminati) a prescindere dal tipo di struttura, poiché in tal caso sara sempre
rg(4) =rg(A|F);

i sistemi staticamente determinati sono solo di due tipi (1.2.1 oppure 2.2), e fra loro c’¢ una
differenza sostanziale: la quiete della struttura del sistema 1.2.1in generale viene meno
modificando la sollecitazione attiva; invece la quiete della struttura del sistema 2.2 rimane
verificata qualunque sia la sollecitazione attiva (risulta infatti rg(A) = rg(A|F) VF) ed &
dunque una caratteristica intrinseca della struttura.

Nel seguito riporto un semplice esempio (discusso e risolto)per ciascuno dei 10 sistemi elencati
nelle 3 tabelle precedenti, nonché nell’algoritmo di cui sopra.

14.7.

Sistemi piani con struttura labile. Come abbiamo visto tali sistemi possono

rientrare in quattro categorie, che abbiamo indicato 1.1.1, 1.1.2, 1.2.1 e 1.2.2. Esaminiamole una a

una.

carrello in 4 e uno in B,dunque v = 2-ca =

l Sistema 1.1.1. La trave AB ¢ vincolata con un

I C ﬂm 2; essendo .poig=3-n.=3-1=3, la
3>C @ O<E struttura ¢ labile. In corrispondenza delle

mezzeria C ¢ applicata la coppia mmentre due

L forze f =m/l uguali e contrarie sono
applicate in A, B. Le reazioni vincolari sono
f f
R4, Rp.
R, A ¢ N\ m B Rp Imponendo I’equilibrio meccanico al sistema
< Q > fisico si ottiene il sistema lineare 14.3che

porge:
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RA_RB=O 1 _1
14.4) 0=0 <0 0

)0
Rel " |m — 11

Come ¢ immediato, tenendo presente che f = m/l, verificare che si ha
rg(A) =1=rg(AIF) <v=2<g=3

e dunque effettivamente ci si trova nel caso 1.1.1. Pertanto il sistema dovrebbe essere equilibrato
ma indeterminato. Vediamo se troviamo conferma di ci0 risolvendo il sistema lineare 14.4:
eliminando le 2° e la 3° equazione e attribuendo valore parametrico a una delle due incognite si ha

Ry—Rp =0 Ryl_ 11
e e B

e si trovano oo soluzioni compatibili con I’equilibrio.

Sistema 1.1.2. Consideriamo la trave del precedente esempio e poniamo in questo caso m # f1.
Allora si ha evidentemente

rg(A)=1#rg(AIF) =2=v=2<g=3

ovvero il caso 1.1.2. Il sistema ¢ effettivamente impossibile poiché non puo essere verificata la 3°
equazione.

Sistema 1.2.1. Le travi AB e BC sono connesse con una cerniera in B e sono collegate al telaio con
una cerniera in A e un carrello in B. Per i gradi di vincolo si calcola v = ce + ce;y + ca =5,
mentre i gradi di liberta sono g = 3 -2 = 6. La sollecitazione attiva & costituita da una forza 2f
applicata nella mezzeria D e una forza f applicata in C.

Imponendo 1’equilibrio meccanico a ciascuna delle due travi del sistema fisico complessivo si
ottiene il sistema lineare 14.3 che porge

( Ry + Rp =2f [1 1 0 O O]R 217
Va—Vp=0 |0 0 1 -1 0fp 0
Mp = Rpl =Ryl =0 |—1 10 0 o| _10
14.5) < Ry = f lo 10 0 o0 ]ZA = f
{VB_cho lo 0 0 1 —1J VB 0
WM =ve20=0 000 o0 117¢ Lo
Il rango della matrice dei coefficienti ¢ 5, infatti
ST 0 oo 00y g gy
detAjzssei2zas =0 1 0 0 0= _01 11 00 8 =[-1 1 0]=1
0 0 01 -1 00 o0 1 0 1 0
0 0 0 0 1

Anche il rango della matrice completa ¢ 5, infatti
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3(1)(1)—0182({ L1002 11 0 2
00 1 -1 0
-1 10 0 0 O 00 1 0
detA|B = =|-1 1 0 0 off=|" f=
010 0 0 f o 1 0 0 1 110 0
000 1 -1 0 o 0 0 1 0 0 1 0 1
010102010
=—110f=—|_1 2|f+|1 1|f_(—2+1+1)f=0
1 0 11
0 1 1
C
O <f
B
(ONO)
21
D
o —» B C
2f > <
Rp f
Vp Ve
Vg
A v

Per cui si ha in definitiva
rg(A)=5=rg(A|IB)=v<g=6

ed effettivamente ci troviamo nel caso 1.2.1. Pertanto il sistema dovrebbe risultare staticamente
determinato. Verifichiamolo risolvendo il sistema 14.5. Eliminando la prima equazione si ha

Vo="Vp Ry=f
Ry =Rp Rp=f
Rg=f &V, =0
Vg =V, Vg =0
Ve=20 Ve=20

Otteniamo cosi il valore delle reazioni vincolari per il quale si realizza I’equilibrio fra la
sollecitazione attiva e quella reattiva.
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Sistema 1.2.2. Riconsideriamo il sistema del precedente caso e modifichiamo la sollecitazione
attiva, ad esempio annullando la forza in D. Allora il sistema della statica si scrive

(( RatRp=0 (1 1.0 0 0pp. [0
Va—Vp =0 o0 1 -1 ofip | |0

Mp = Rpl =Ryl =0 |—1 1 0 0 o| _ |0

14.6) < R, = f =% 1 0 o0 o Il;A_f
{VB—VC=O lo 0 0 1 —1J VB 0

\ WMy =V.2l=0 000 o 117¢" lp

Esso condivide con il sistema 14.5 la matrice dei coefficienti, dunque anche qui rg(A4) =5,
tuttavia il vettore dei termini noti ¢ cambiato, e con esso ¢ cambiato anche il rango della matrice
completa, infatti

1 10 0 00
o 01 -100 |5 20 11 0 0
-1 10 0o o of_| oo 1 -1,_
detA|B_o1o00f‘01(1)8(1’_01f_—11 0o of|f =
000 1-10 |4 000 1 0 0 0 1
000 0 1 0
1 10 -
=lo o 1ff=-] |f=-2f = rg(aIF) =6
-1 10 -1

Quindi si ha in definitiva
rg(A)=5=v<rg(A|IF)=6=g

ed effettivamente ci troviamo nel caso 1.2.2: il sistema lineare 14.6 ¢ incompatibile cioe¢ il sistema
fisico in questione non ¢ in equilibrio meccanico (si muove).

14.8. Sistemi piani con struttura isostatica. Come abbiamo visto tali sistemi
possono rientrare in tre categorie, che abbiamo indicato 2.1.1, 2.1.2e 2.2. Esaminiamole una a una.

Sistema 2.1.1. La trave AB ¢ vincolata con una cerniera in A e un carrello in B, dunque v = 3;
essendo poi g = 3, la struttura ¢ isostatica. In corrispondenza delle mezzeria C ¢ applicata una forza

verticale 2f, mentre in B € applicata, con verso
opposto, una forza verticale f. lz f f T
Il sistema della statica per il sistema piano in
oggetto si scrive \,/ ® Q<E
A c B
Ry,—Rg=0 21

14.7) [ V=2f-f o

Ry—Rg =0 1 —1 01 [R4 0 R, A C B Rg
A I e e v
Vi=f 0 0 11 LV, f 2f
A f

Il rango della matrice dei coefficienti ¢ 2,
infatti
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1 —-1 0
detA=0 0 1=(1) _01|=o
0 O 11 0
detA12’23 = O 1 __1

D’altra parte anche il determinante della matrice completa ¢ 2, infatti

1 —-1 0 1 1
0 0 f
1 0 O 11
detA|Fip313, =0 1 f|= |1 1|f=0
0 1 f
-1 0 O
—lo 1 fl== Yf=
detA|F;33234 = fl= _|1 1|f =0
0 1 f

Quindi si € trovato che
rg(A) =2=rg(A|IF) <v=3=g

ed effettivamente ci troviamo nel caso 2.1.1. Pertanto il sistema dovrebbe essere staticamente
indeterminato. Verifichiamolo risolvendo il 14.7. Eliminando la terza equazione e attribuendo
valore parametrico arbitrario alla prima incognita abbiamo

Ry =k, VkeR

{RAzk
Va=f

Sistema 2.1.2. Riprendendo il sistema del caso precedente e annullando la forza in C, il sistema
della statica si scrive

Ry—Rp =0 Ry—Rp=0 1 —=1 0] [Ra 0
14.8) Vi=—f o] Vu=—f oo 0 1|-|Re|=]|-f
Mg =—V,2l=0 V=0 o o 1 Ly, 0

Il rango della matrice dei coefficienti, che non ¢ variata rispetto al caso precedente, ¢ 2; quello della
matrice completa ¢ invece ora 3, infatti

-1 0 O 1 —f // 4 I
detA|F 3234 = 8 1 —Of :‘|1 o| \/ ® °<E
_S A C B

Quindi in definitiva
rg(A) =2<rg(A|IF)=3=v=g

e effettivamente ci troviamo nel caso 2.1.2. Il sistema piano ¢ dunque staticamente impossibile,
come si vede tra I’altro immediatamente considerando la 2° e la 3° equazione del 14.8.
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Sistema 2.2. Riprendiamo il sistema del caso 2.1.1 e ruotiamo il carrello di 90°, e applichiamo poi
una qualunque sollecitazione, ad esempio una forza verticale in mezzeria. Il sistema della statica in
questo caso si scrive

Ry,=0 Ry,=0 1 0 0] [Ra 0
M, =Vg2l—fl=0 Vg = f/2 o o 1l vl lf/2

7 K -
Y

Y

A C B
21
RA A C B
< @

La matrice dei coefficienti ha rango 3 (il suo determinante ¢ unitario), dunque
rg(d) =rg(A|F) =3=v =g

ed effettivamente ci ritroviamo nel caso 2.2. Allora il sistema piano dovrebbe essere staticamente
determinato, cioe il sistema lineare 14.9 dovrebbe avere una e una sola soluzione. In effetti

R, =0 R, =0
{VA+VB=f<:>{VA=f/2
Ve =1f/2 Vg =f/2

14.9. Sistemi piani con struttura iperstatica.Come abbiamo visto tali sistemi
possono rientrare in tre categorie, che abbiamo indicato 3.1.1, 3.1.2 e 3.2. Esaminiamole una a una.

Sistema 3.1.1. In figura abbiamo un sistema piano costituito da due travi, dunque g = 6, i cui
vincoli esterni sono una cerniera € due carrelli, e con vincolo interno costituito da una cerniera,
dunque v = cepg + cejpy + 3ca = 2+ 2+ 1 + 2 = 7; dunque il sistema & iperstatico.
Soffermiamoci sulla disposizione delle reazioni vincolari al nodo B il quale ¢ sia sede di vincolo
interno (cerniera) che di vincolo esterno (carrello): in questo caso si potrebbe procedere in due
modi, ovvero considerare il carrello vincolante il tratto AB, oppure vincolante il tratto BC.
Scegliendo la prima opzione la reazione Vg del carrello ¢ applicata esclusivamente all’estremo B del
tratto AB; vi sono poi le reazioni interne Rg, Vg che AB scambia con BC, le quali, per 1’equilibrio
meccanico alla traslazione verticale e orizzontale del nodo B, costituiscono 4 forze uguali e
contrarie a due a due.

Veniamo ora alla scrittura del sistema della statica:
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VA_VB_Vé=O VA—VB—Vé=0

My = Rp2l = 2fI1 Rp=f
14.10) < , =X , =
Rp=f Rp=f
Vé‘l‘VE_VC:O Vé‘l‘VE_VC:O
_R_
110 0 0 0 0flg| [
[0 01 -1 -1 0 OlV 0
A
(:)0 1 0 O 0O 0 O Vol = f
s =
0 1 O 0 0 O 0 v f
0 0 O 0 1 1 -1 VB 0
0 0 O 0 1 0 1 E L 0 |
LV ]
O O O O
E
;& f
B ?i C
OO0
/ 21
2f > <

La matrice dei coefficienti ha due righe uguali, dunque il suo rango non puo essere 6, inoltre ha un
minore non nullo di ordine 5, infatti
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11 0 0 0
00—1—10(1)_01_018 1 -1 0
detAiz3s623457 = [0 1 0 0 O=109 0o 1 -1|™~ 0 1 —-1f=
000 1 -1 |54 1 1 o 1 1
000 1 1l |
= 7l=2

La matrice completa A|F d’altra parte ha anch’essa due righe uguali, quindi non puo avere rango 6.
In conclusione abbiamo trovato che

rg(A) =5=rg(AIF) <g=6<v=7
ed effettivamente ci troviamo nel caso 3.1.1, cid che significa che il sistema piano in questione
realizza 1’equilibrio meccanico per infiniti valori della sollecitazione reattiva, cioe ¢ staticamente

indeterminato. Verifichiamolo risolvendo il sistema lineare 14.10: eliminando la 4° equazione e
attribuendo valore parametrico arbitrario sia alla 3° che alla 6° incognita si ha

(Ry=2f —Rg=f ( Ry=f LY

" 0 0 -
Vg —Vg =—h Vg =h+k Vg 0 1 1
Va=h Va=h Va 0 1 0

X Rp=f &< Rp=f o |Rg|=|f|+h|l0|+k| 0] Vh, keR
Vi+ Ve =k Vs =—k Vs 0 0 -1
Vy=-V.=—k Ve = 2k Ve 0 0 2
\ Ve =k \ Vo=k Vel Lo L0 L1 -

Sistema 3.1.2. Un sistema piano di questo tipo si ottiene immediatamente assegnando alla struttura
del caso precedente una sollecitazione che 1 suoi vincoli non possano equilibrare: basta allora
annullare la forza attiva agente in D, ci0 che da luogo a un sistema piano il cui modello matematico
¢ fornito dal sistema lineare

_RA_
110 0 0 0 07p 071
[001—1 -1 0 O]VA 0
010 0 0 0 O _lo
14'“)010 0 0 0 OKIf—f
000 0 1 1 —1VB 0
000 010 1417 Lol

LV,

dove, a fronte di una matrice dei coefficienti che conserva rango 5, si trova una matrice completa di
rango 6, infatti

110 0 00 . . o,
0O 0 -1 -1 0 O
o1 0 o oo _J|t 9 0 00
detA|F23456123458 = 010 o0 o 1/t O 0 0 11]=
0 0 1 -1 0
O 0 0 1 -1 0 0 0 1 1 0
0 101000110
s 1 1 0
T 0 ! I
0 0 1 -1 0 1 1 1 1
0O 0 1 1




Pertanto

abbiamo

rg(A) =5<rg(A|IF)=6=g<v=7

ed effettivamente ci troviamo nel caso 3.1.2: il sistema 14.11 ¢ impossibile, cio¢ il sistema piano in
questione ¢ staticamente impossibile, ovvero si muove.

Sistema 3.2. Nella struttura piana del sistema illustrato nel caso 3.1.1 si ruoti di 90° il carrello in C

e si assuma come sollecitazione attiva ad esempio la medesima sollecitazione di quel caso.

O O
E O f
O<]C —
B C
OO0
21
Do —  » 5 E c f
2f > ® S
Rgp R,
Vg
Vsl | Vg
A Vi
‘—
A 5
l
D.—»
2f
l
A A
Va
Il sistema della statica si scrive allora
[ 1 TR,
Va—Vp—Vg=0 Va=Ve=Ve=0 |0 0 1 -1 -1 0] Vj 0
M, = Rp2l = 2fl Rp=f |o 10 0 0 0| f
. Vel =
124 R Ry+Re=f |01 0 00 0 1 sl f
Ve + Vg =0 Ve +Vg=0 lO 00 011 OJ v 0
\ Mg = -Vl =0 L V=0 000 010 O_Ri_ L0
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In questo caso il rango della matrice dei coefficienti € 6, infatti

11 0 0 o0 O

0 01 -1 0 0 (1)(1)_0188 01 -1 0
detA 101 0 0 o0 0]_ 11 0 0 O
etA123456,123567 — 010 00 1 10 0 0 1=y 0 1 1

0O 00 1 1 o0 881(1)8 0O 0 1 O

10%%100

0O 1 O

Essendo poi la matrice completa a 6 righe, ne segue che anche il suo rango ¢ 6. Dunque si ha
rg(A) =rg(A|IF) =6=g<v=7

ed effettivamente ci troviamo nel caso 3.2: dunque il sistema piano in figura risulta equilibrato (in
effetti la struttura ¢ equilibrata per qualunque sollecitazione attiva, visto che il rango della matrice
completa ¢ massimo), tuttavia ¢ indeterminato, essendo le incognite maggiori delle equazioni.
Risolvendo il sistema 14.12 si trova infatti, assegnando valore arbitrario alla 4° incognita, che

(Ra=f [Ra] [f 01
Va=h Va 0 1
Re=f |Rs| |f 0
{Ve=h < |Vg|=|o|+nr|1], VheR
Re=0 |R:| o 0
Vy=0 el o 0
=0 Lyl Lol Lo

Con ci0 si conclude la rassegna di tutti le possibili combinazioni di strutture piane e sollecitazioni
attive (ovvero di tutte i possibili sistemi piani) valutati in merito alla loro possibilita 0 meno di
realizzare 1’equilibrio meccanico. Quelli qui indicati sono esempi molto semplici, ma aggiungendo
elementi alle strutture e\o forze alle sollecitazioni attive si resta comunque all’interno dell’insieme
dei 10 casi qui discussi.

14.10. Spostamenti infinitesimi e coordinate lagrangiane.Abbiamo definito
staticamente impossibile un sistema piano che non risolve il sistema della statica 14.1, ovvero un
sistema che, secondo la teoria della Meccanica A
Razionale, si muove. y
A questo punto c’¢ perd una questione
interessante: si prenda il sistema 2.1.2 (il quale &
staticamente impossibile) e si lo si lasci
evolvere nel tempo. Si vede che, in assenza di
deformazioni, il movimento ¢ impossibile
poiché il vincolo in A impone che B si muova
lungo una circonferenza (di centro A) mentre il
vincolo in B impone che B si muova lungo la
retta verticale passante per la posizione iniziale
di B stesso.

Ci troviamo dunque in contraddizione: il //

sistema non ¢ in equilibrio meccanico, eppure

227



non pud muoversi.

In realta il moto possibile ¢ il moto infinitesimo: quello in cui B si muove lungo la tangente alla
circonferenza. In generale infatti questa trattazione ha senso se si considerano spostamenti
infinitesimi, piuttosto che spostamenti finiti. Questo punto andrebbe approfondito.

Data una struttura piana comunque vincolata si dimostra che il numero dei gradi di liberta residui
(cioe il numero delle coordinate lagrangiane) della stessa ¢ pari a g — rg(A), essendo A la matrice
dei coefficienti della struttura. Per questa dimostrazione rimando ai testi di Meccanica Lagrangiana.

Qui mi limito a verificare questa affermazione nel caso della struttura dei sistemai 2.1.1 e 2.1.2,
illustrata anche in questo paragrafo.

Assegniamo a piacere le 3 coordinate che definiscono la posizione della trave AB, ad esempio,
fissato il sistema di riferimento cartesiano ortogonale A4, x,y indicato in figura, consideriamo la
terna di coordinate (x,y, 8) le quali definiscono univocamente la posizione della trave assegnando
la posizione del suo punto medio €, nonché 1’angolo fra la trave stessa e il semiasse positivo delle
x. Allora la cerniera in A impone alle coordinate il vincolo

14.13) tan @ = z—c

Cc

mentre il carrello in B impone la condizione
14.14) yo = lsin6

Considerando il moto infinitesimo abbiamo poi tan 6 — sin 6 — 6, dunque 1 vincoli impongono le
condizioni

Yc

0 ==— =
14_15){ xc (:){YC Oxc

yC:lg

e dunque si vede come sia sufficiente assegnare il valore di Oper definire univocamente la terna
(x,y,80) e dunque la posizione della struttura. Ne segue che il numero di coordinate lagrangiane,
ovvero il numero di gradi di liberta residui, ¢ in questo caso 1 (come era immediato constatare, data
la semplicita della struttura) ed & ugualea g —rg(4) =3 -2 =1.

14.11. Equazioni ausiliarie. Nel caso di strutture costituite da pit travi,il sistema della
statica 14.3 pu0 essere scomposto in due, ovvero si possono mettere a sistema le tre equazioni che
impongono 1’equilibrio meccanico della struttura complessiva, e poi aggiungere delle equazioni che
impongano il rispetto dei vincoli interni, dette equazioni ausiliarie. Questo metodo ¢ utile quando si
sia interessati a determinare solo le reazioni dei vincoli esterni: in questo caso si considerano le
equazioni dell’equilibrio complessivo, piu tante equazioni ausiliarie quante ne occorrono per
equilibrare il numero di equazioni con il numero di incognite.

Per capire come applicare quanto detto risolviamo il sistema 3.2 con il metodo delle equazioni
ausiliarie. L’imposizione dell’equilibrio della struttura complessiva porge

VA_VB+VE:0 VA_VB+VE:O
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®

B c O
£\ 21
Ve E c f
\ 4 . 4—
De —  » 5 —
2f ! I R,
Vg
A "o >
A !
l
A

In questo caso si possono ottenere due equazioni ausiliari, imponedo il rispetto del vincolo interno
di cerniera in B: poiché il vincolo suddetto non puo offrire resistenza alla rotazione, segue che la
sollecitazione che il tratto AB esercita su di esso deve avere momento nullo; allo stesso modo la
sollecitazione che il tratto BC esercita sulla cerniera deve avere momento nullo. Si hanno allora
rispettivamente le due equazioni ausiliarie

VEl=0 VE:0

Mettendo allora a insieme il 14.16, sistema della statica per la struttura complessiva, con il 14.17,
sistema delle equazioni ausiliarie, abbiamo

(Va="Vg _ Ra=f f

| Re=0 ‘;f;:Vg Va=h |VA H 1]
Ri=f !¢ <:>VB—h(=|VB|— +h
Ri=f (Ba=/ R =0

A VE=0 kC

VE:O VE=O

Ritroviamo, per cio che riguarda le reazioni esterne, la soluzione trovata in precedenza, ma con
minore sforzo di calcolo (abbiamo risolto un sistema in 5 incognite anziché uno in 7). Inoltre ora
ricavare le reazioni interne ¢ semplice: basta imporre 1I’equilibrio di uno dei due tratti traviformi,
risolvendo un sistema in 3 equazioni.

14.12. Riassumendo. Volendo riassumere al massimo quanto trovato in questo capitolo
possiamo dire che
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I’equilibrio meccanico (determinato o indeterminato) si puo realizzare sia con strutture
labili, che con strutture isostatiche, che con strutture iperstatiche;

I’equilibrio meccanico determinato (cio¢ quello che si realizza per una e una sola
sollecitazione reattiva) si puo avere solo con strutture labili o isostatiche; nel primo caso
I’equilibrio puo venir meno cambiando la sollecitazione attiva, nel secondo caso anche, ma
in determinate circostanze (vincoli tutti efficaci) 1’equilibrio si realizza per qualunque
sollecitazione attiva;

I’assenza di equilibrio (moto incipiente) puo aversi sia per strutture labili che isostatiche che
iperstatiche;

il rango della matrice dei coefficienti del sistema della statica ¢ pari al numero di gradi di
liberta effettivamente vincolati, ovvero g —rg(A) & parial numero dei gradi di liberta
residui.
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Capitolo 15. Calcolo delle reazioni vincolari con il PLV
per sistemi staticamente determinati

In questo capitoloillustro come applicare il Principio dei Lavori Virtuali (che indicherdo PLV) per
calcolare le reazioni vincolari nel caso di sistemi staticamente determinati, cio¢ di sistemi (struttura
con sollecitazione) per i quali il sistema lineare 14.3 abbia una e una sola soluzione'.

15.1. PLYV per corpi rigidi. Nel paragrafo 5.2 si & dimostrato il PLV nel caso generale di
corpi deformabili; nel paragrafo 5.3 si ¢ poi applicato tale principio al caso particolare di corpi
rigidi (che si possono vedere come particolari corpi deformabili, con deformazioni trascurabili). In
questa sede richiamo allora il PLV per corpi rigidi, il quale si puo enunciare dicendo che

una struttura (insieme di corpi rigidi comunque vincolati fra loro e con il telaio) é in
equilibrio meccanico se e solo se il lavoro virtuale esterno é nullo per ogni sistema di
spostamenti virtuali.

Ricordo allora che

® i definisce sistema di spostamenti virtuali ogni campo di spostamenti infinitesimi (nel senso
definito in 14.10) compatibile con i vincoli della struttura;

e data la generica sollecitazione F (P),p(P) (forze di volume e forze di superficie,

rispettivamente) agente sulla struttura e il generico sistema di spostamenti virtuali S (P), si
definisce lavoro virtuale esterno della sollecitazionel’integrale

15.1) Lye = [, F(P)-S(P)aV + [, B(P) - S(P)d¥

15.2. Algoritmo per il calcolo delle reazioni vincolari con il PLV. Dato un
sistema staticamente determinato, il calcolo delle reazioni vincolari attraverso il PLV avviene
secondo 1’algoritmo seguente:

e i sopprime un grado di vincolo e si introduce come sollecitazione esterna la reazione’X che
quel grado di vincolo ¢ in grado di esplicare, la quale si dice costituire 1’incognita
dinamica;

e sopprimendo un grado di vincolo la struttura ¢ in grado di muoversi anche nel caso in cui si
trattasse originariamente di una struttura isostatica a vincoli efficaci, quindi € possibile
imprimerle un sistema di spostamenti virtuali S(P);

® i calcola il lavoro virtuale esterno L, relativo al sistema di spostamenti S (P) ottenendo
una espressione in funzione di X;

¢ in virtu del PLV si impone 1’equilibrio ponendo pari a zero il L,,, ottenendo cosi una
equazione lineare’ nella solla incognita X.

' Ricordo che questo pud avvenire: per strutture labili a vincoli efficaci bilanciate dalla sollecitazione esterna (caso
1.2.1); e per strutture isostatiche a vincoli efficaci (caso 2.1).

2 Puo trattarsi tanto della componente di una forza, quanto della componente di una momento (che nel caso di sistemi
piani definisce completamente il momento stesso).

? La linearitd & garantita dalla espressione del lavoro virtuale che, per sistemi piani, & dato dalla somma di prodotti di
forze per spostamenti e di coppie per angoli.
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Si fa I’ipotesi qui, come gia detto, che il sistema sia staticamente determinato, ovvero ci si mette a
priori nella condizione che la soluzione, in termini di reazione vincolare, esista. I sistemi
staticamente determinati, come visto nel capitolo precedente sono di due tipi: strutture labili a
vincoli efficaci bilanciate dalla sollecitazione esterna (caso 1.2.1); strutture isostatiche a vincoli
efficaci, con sollecitazione esterna qualunque (caso 2.1). Nei due paragrafi successivi faccio un
esempio di applicazione del PLV per ciascuno dei due tipi di sistemi staticamente determinati.

Quello che dovrebbe succedere applicando il PLV a sistemi indeterminati ¢ che si abbiano piu
incognite dinamiche che equazioni, mentre nel caso di sistemi impossibili dovrebbero aversi pil

equazioni che incognite dinamiche.

15.3. Primo esempio. Struttura labile. Consideriamo un sistema staticamente
determinato con struttura labile, che deve necessariamente essere (in base all’analisi fatta nel
capitolo precedente) costituito da una struttura labile a vincoli efficaci, equilibrata dalla
sollecitazione esterna. Riprendiamo in particolare il sistema 1.2.1 del paragrafo 14.7.
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Sopprimiamo in A un grado di vincolo sostituendo la cerniera con un carrello, e introducendo come
incognita dinamica la forza esterna orizzontale R,. Come sistema di spostamenti virtuali
consideriamo invece una rotazione oraria di AB intorno a B di un angolo 66. Allora il lavoro
virtuale della sollecitazione esterna ¢ dato da

15.2) Ly, = R,2160 — 2f150

Ma per il PLV I’equilibrio meccanico si ha se e solo se ¢ nullo il lavoro virtuale esterno per ogni
sistema di spostamenti virtuali e dunque, in particolare, deve risultare nullo il 15.2, ovvero

15.3) R42160 = 2f160 & R, = f
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in accordo con quanto gia trovato nel paragrafo
14.7. Ora ripristiniamo il grado di vincolo
soppresso e sopprimiamo 1’altro grado di vincolo in
A, introducendo la relativa incognita cinematica V.
Attribuendo allora il sistema di spostamenti virtuali
indicato in figura il lavoro virtuale &

Ly, = V2166

Imponendo 1’equilibrio meccanico si ottiene allora,
per il PLV, che V, = 0.

Per ricavare la reazione vincolare in C si rimuove
completamente il vincolo di carrello e si introduce
I’incognita dinamica V.. Quindi si impone uno
spostamento virtuale, ad esempio una rotazione
oraria in B dell’elemento BC; e si calcola il valore
del lavoro virtuale, ovvero

Lye = V42150
che uguagliato a zero porge V. = 0.

E’ il caso di far notare, dopo questo primo esempio,
che la scelta del sistema di spostamenti virtuali da
imprimere non ¢ arbitraria; piuttosto si deve operare
la scelta che permette di avere una espressione del
lavoro virtuale che

e contenga I’incognita dinamica
e sia la pit semplice possibile.

2166

o,

21

_

2166

15.4. Secondo esempio. Struttura isostatica. Consideriamo un sistema
staticamente determinato con struttura isostatica, il quale dovra essere necessariamente a vincoli

tutti efficaci; ovvero un sistema del tipo 2.2 (vedi
capitolo precedente). Prendiamo allora proprio il
sistema descritto nell’esempio 2.2 del paragrafo
14.8. Mi limito a ricavare solo una delle tre reazioni
incognite, essendo il procedimento molto semplice.
In particolare si elimini I'unico grado di vincolo
presente in B e si introduca la relativa incognita
dinamica Vg. Assegnato il sistema di spostamenti
virtuali indicato in figura (rotazione oraria intorno al
vertice A), il lavoro virtuale ¢ dato da

Lye = V52180 — f156
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e dunque I’equilibrio meccanico impone I’incognita dinamica valga f /2.

15.5. Terzo esempio. Sistema impossibile. Voglio ora far vedere, in questo e nel
prossimo paragrafo, come si comporta il PLV nel caso di sistemi che non siano staticamente
determinati. In particolare vediamo qui cosa succede nel caso di un sistema impossibile, ovvero che
non realizza I’equilibrio. Sappiamo dal capitolo precedente che un sistema impossibile si realizza in
ciascuno dei seguenti casi:

e struttura labile a vincoli efficaci non f I
equilibrata dalla sollecitazione \Z O<E

e struttura isostatica a vincoli non tutti A B
efficaci non equilibrata dalla sollecitazione 21

e truttura iperstatica a vincoli non tutti
efficaci non equilibrata dalla sollecitazione

Consideriamo ad esempio il secondo caso, e in f I Ry
particolare il sistema discusso in 2.1.2, paragrafo >8< o
14.8. Eliminiamo il grado di vincolo in B e A \7

introduciamo la relativa incognita dinamica Rjp.

Attribuiamo poi 'unico sistema di spostamenti
virtuali possibile, cio¢ la rotazione rigida intorno ad 2156
A. Calcolando il lavoro virtuale abbiamo per esso il

valore 2180f che ¢ sempre non nullo: pertanto il

PLV ci conferma I'impossibilita del sistema e non ci permette di ricavare le reazioni vincolari. In
generale possiamo concludere che

in un sistema impossibile il PLV non puo essere usato per ricavare le reazioni vincolari
e l’algoritmo indicato per i sistemi staticamente determinati fornisce sempre valori non
nulli per i lavori virtuali.

15.6. Quarto esempio. Sistema indeterminato. Sappiamo che sistemi

indeterminati si hanno nei seguenti casi:
// lz f f T

e trutture isostatiche con vincoli inefficaci v
equilibrate dalla sollecitazione esterna

e trutture labili con vincoli inefficaci A C B
equilibrate dalla sollecitazione esterna

strutture iperstatiche con vincoli efficaci //

e trutture iperstatiche con vincoli inefficaci

equilibrate dalla sollecitazione esterna \ 0 ¢ B Ry
V >
Consideriamo ad esempio il primo caso, prendendo A 2f f
in particolare il sistema del caso 2.1.1del paragrafo

14.9. Eliminando il carrello scorrevole in B e
introducendo la relativa incognita dinamica Rg si
ha, per I'unico sistema di spostamenti virtuali
possibile (la rotazione intorno ad A) 1’espressione

2166

Lye = 2f166 — 2150 = 0
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Dunque il lavoro virtuale € nullo e il principio dei lavori virtuali conferma I’equilibrio meccanico
per qualunque valore della incognita dinamica. Generalizzando quanto ottenuto in questo esempio
possiamo dire che

in un sistema indeterminato il PLV non puo essere usato per ricavare le reazioni

vincolari e ’algoritmo indicato per i sistemi staticamente determinati fornisce sempre
valori nulli per i lavori virtuali.
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Capitolo 15. Calcolo delle reazioni vincolari con il PLV
per sistemi staticamente determinati

In questo capitoloillustro come applicare il Principio dei Lavori Virtuali (che indicherdo PLV) per
calcolare le reazioni vincolari nel caso di sistemi staticamente determinati, cio¢ di sistemi (struttura
con sollecitazione) per i quali il sistema lineare 14.3 abbia una e una sola soluzione'.

15.1. PLYV per corpi rigidi. Nel paragrafo 5.2 si & dimostrato il PLV nel caso generale di
corpi deformabili; nel paragrafo 5.3 si ¢ poi applicato tale principio al caso particolare di corpi
rigidi (che si possono vedere come particolari corpi deformabili, con deformazioni trascurabili). In
questa sede richiamo allora il PLV per corpi rigidi, il quale si puo enunciare dicendo che

una struttura (insieme di corpi rigidi comunque vincolati fra loro e con il telaio) é in
equilibrio meccanico se e solo se il lavoro virtuale esterno é nullo per ogni sistema di
spostamenti virtuali.

Ricordo allora che

® i definisce sistema di spostamenti virtuali ogni campo di spostamenti infinitesimi (nel senso
definito in 14.10) compatibile con i vincoli della struttura;

e data la generica sollecitazione F (P),p(P) (forze di volume e forze di superficie,

rispettivamente) agente sulla struttura e il generico sistema di spostamenti virtuali S (P), si
definisce lavoro virtuale esterno della sollecitazionel’integrale

15.1) Lye = [, F(P)-S(P)aV + [, B(P) - S(P)d¥

15.2. Algoritmo per il calcolo delle reazioni vincolari con il PLV. Dato un
sistema staticamente determinato, il calcolo delle reazioni vincolari attraverso il PLV avviene
secondo 1’algoritmo seguente:

e i sopprime un grado di vincolo e si introduce come sollecitazione esterna la reazione’X che
quel grado di vincolo ¢ in grado di esplicare, la quale si dice costituire 1’incognita
dinamica;

e sopprimendo un grado di vincolo la struttura ¢ in grado di muoversi anche nel caso in cui si
trattasse originariamente di una struttura isostatica a vincoli efficaci, quindi € possibile
imprimerle un sistema di spostamenti virtuali S(P);

® i calcola il lavoro virtuale esterno L, relativo al sistema di spostamenti S (P) ottenendo
una espressione in funzione di X;

¢ in virtu del PLV si impone 1’equilibrio ponendo pari a zero il L,,, ottenendo cosi una
equazione lineare’ nella solla incognita X.

' Ricordo che questo pud avvenire: per strutture labili a vincoli efficaci bilanciate dalla sollecitazione esterna (caso
1.2.1); e per strutture isostatiche a vincoli efficaci (caso 2.1).

2 Puo trattarsi tanto della componente di una forza, quanto della componente di una momento (che nel caso di sistemi
piani definisce completamente il momento stesso).

? La linearitd & garantita dalla espressione del lavoro virtuale che, per sistemi piani, & dato dalla somma di prodotti di
forze per spostamenti e di coppie per angoli.
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Si fa I’ipotesi qui, come gia detto, che il sistema sia staticamente determinato, ovvero ci si mette a
priori nella condizione che la soluzione, in termini di reazione vincolare, esista. I sistemi
staticamente determinati, come visto nel capitolo precedente sono di due tipi: strutture labili a
vincoli efficaci bilanciate dalla sollecitazione esterna (caso 1.2.1); strutture isostatiche a vincoli
efficaci, con sollecitazione esterna qualunque (caso 2.1). Nei due paragrafi successivi faccio un
esempio di applicazione del PLV per ciascuno dei due tipi di sistemi staticamente determinati.

Quello che dovrebbe succedere applicando il PLV a sistemi indeterminati ¢ che si abbiano piu
incognite dinamiche che equazioni, mentre nel caso di sistemi impossibili dovrebbero aversi pil

equazioni che incognite dinamiche.

15.3. Primo esempio. Struttura labile. Consideriamo un sistema staticamente
determinato con struttura labile, che deve necessariamente essere (in base all’analisi fatta nel
capitolo precedente) costituito da una struttura labile a vincoli efficaci, equilibrata dalla
sollecitazione esterna. Riprendiamo in particolare il sistema 1.2.1 del paragrafo 14.7.
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Sopprimiamo in A un grado di vincolo sostituendo la cerniera con un carrello, e introducendo come
incognita dinamica la forza esterna orizzontale R,. Come sistema di spostamenti virtuali
consideriamo invece una rotazione oraria di AB intorno a B di un angolo 66. Allora il lavoro
virtuale della sollecitazione esterna ¢ dato da

15.2) Ly, = R,2160 — 2f150

Ma per il PLV I’equilibrio meccanico si ha se e solo se ¢ nullo il lavoro virtuale esterno per ogni
sistema di spostamenti virtuali e dunque, in particolare, deve risultare nullo il 15.2, ovvero

15.3) R42160 = 2f160 & R, = f
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in accordo con quanto gia trovato nel paragrafo
14.7. Ora ripristiniamo il grado di vincolo
soppresso e sopprimiamo 1’altro grado di vincolo in
A, introducendo la relativa incognita cinematica V.
Attribuendo allora il sistema di spostamenti virtuali
indicato in figura il lavoro virtuale &

Ly, = V2166

Imponendo 1’equilibrio meccanico si ottiene allora,
per il PLV, che V, = 0.

Per ricavare la reazione vincolare in C si rimuove
completamente il vincolo di carrello e si introduce
I’incognita dinamica V.. Quindi si impone uno
spostamento virtuale, ad esempio una rotazione
oraria in B dell’elemento BC; e si calcola il valore
del lavoro virtuale, ovvero

Lye = V42150
che uguagliato a zero porge V. = 0.

E’ il caso di far notare, dopo questo primo esempio,
che la scelta del sistema di spostamenti virtuali da
imprimere non ¢ arbitraria; piuttosto si deve operare
la scelta che permette di avere una espressione del
lavoro virtuale che

e contenga I’incognita dinamica
e sia la pit semplice possibile.

2166

o,

21

_

2166

15.4. Secondo esempio. Struttura isostatica. Consideriamo un sistema
staticamente determinato con struttura isostatica, il quale dovra essere necessariamente a vincoli

tutti efficaci; ovvero un sistema del tipo 2.2 (vedi
capitolo precedente). Prendiamo allora proprio il
sistema descritto nell’esempio 2.2 del paragrafo
14.8. Mi limito a ricavare solo una delle tre reazioni
incognite, essendo il procedimento molto semplice.
In particolare si elimini I'unico grado di vincolo
presente in B e si introduca la relativa incognita
dinamica Vg. Assegnato il sistema di spostamenti
virtuali indicato in figura (rotazione oraria intorno al
vertice A), il lavoro virtuale ¢ dato da

Lye = V52180 — f156
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e dunque I’equilibrio meccanico impone I’incognita dinamica valga f /2.

15.5. Terzo esempio. Sistema impossibile. Voglio ora far vedere, in questo e nel
prossimo paragrafo, come si comporta il PLV nel caso di sistemi che non siano staticamente
determinati. In particolare vediamo qui cosa succede nel caso di un sistema impossibile, ovvero che
non realizza I’equilibrio. Sappiamo dal capitolo precedente che un sistema impossibile si realizza in
ciascuno dei seguenti casi:

e struttura labile a vincoli efficaci non f I
equilibrata dalla sollecitazione \Z O<E

e struttura isostatica a vincoli non tutti A B
efficaci non equilibrata dalla sollecitazione 21

e truttura iperstatica a vincoli non tutti
efficaci non equilibrata dalla sollecitazione

Consideriamo ad esempio il secondo caso, e in f I Ry
particolare il sistema discusso in 2.1.2, paragrafo >8< o
14.8. Eliminiamo il grado di vincolo in B e A \7

introduciamo la relativa incognita dinamica Rjp.

Attribuiamo poi 'unico sistema di spostamenti
virtuali possibile, cio¢ la rotazione rigida intorno ad 2156
A. Calcolando il lavoro virtuale abbiamo per esso il

valore 2180f che ¢ sempre non nullo: pertanto il

PLV ci conferma I'impossibilita del sistema e non ci permette di ricavare le reazioni vincolari. In
generale possiamo concludere che

in un sistema impossibile il PLV non puo essere usato per ricavare le reazioni vincolari
e l’algoritmo indicato per i sistemi staticamente determinati fornisce sempre valori non
nulli per i lavori virtuali.

15.6. Quarto esempio. Sistema indeterminato. Sappiamo che sistemi

indeterminati si hanno nei seguenti casi:
// lz f f T

e trutture isostatiche con vincoli inefficaci v
equilibrate dalla sollecitazione esterna

e trutture labili con vincoli inefficaci A C B
equilibrate dalla sollecitazione esterna

strutture iperstatiche con vincoli efficaci //

e trutture iperstatiche con vincoli inefficaci

equilibrate dalla sollecitazione esterna \ 0 ¢ B Ry
V >
Consideriamo ad esempio il primo caso, prendendo A 2f f
in particolare il sistema del caso 2.1.1del paragrafo

14.9. Eliminando il carrello scorrevole in B e
introducendo la relativa incognita dinamica Rg si
ha, per I'unico sistema di spostamenti virtuali
possibile (la rotazione intorno ad A) 1’espressione

2166

Lye = 2f166 — 2150 = 0
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Dunque il lavoro virtuale € nullo e il principio dei lavori virtuali conferma I’equilibrio meccanico
per qualunque valore della incognita dinamica. Generalizzando quanto ottenuto in questo esempio
possiamo dire che

in un sistema indeterminato il PLV non puo essere usato per ricavare le reazioni

vincolari e ’algoritmo indicato per i sistemi staticamente determinati fornisce sempre
valori nulli per i lavori virtuali.
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Capitolo 16. Catene cinematiche e PLV

N

Nel precedente capitolo si ¢ visto come 1’algoritmo per il calcolo delle reazioni vincolari — di
sistemi staticamente determinati — attraverso il PLV richieda la determinazione del valore del
sistema di spostamenti virtuali in tutti i punti della struttura in cui sia applicata una forza, al fine di
calcolarne il lavoro virtuale; e gli esempi discussi sono stati in tal senso molto semplici,
consentendo un calcolo veloce di detti valori. Ma cosa succede nel caso di strutture piu articolate?
Come si fa a calcolare in modo esatto il valore del campo degli spostamenti virtuali su tutta la
struttura?

Ebbene in questo capitolo

e i illustra il metodo delle catene cinematiche, un procedimento atto proprio alla
determinazione completa del campo degli spostamenti virtuali;

e inoltre si stabilisce in modo piu rigoroso la definizione di spostamento virtuale,
evidenziandone la differenza con gli spostamenti propriamente detti.

16.1. Teorema di Eulero. Nell’ambito della Meccanica Razionale si dimostra il seguente
teorema (di Eulero)

ogni spostamento rigido sferico di centro C — ovvero con spostamento nullo in C — e
riconducibile a uno spostamento rotatorio con asse di rotazione passante per C.

PN

Siccome poi uno spostamento generico ¢ sempre (lo diamo per buono) il prodotto1 di uno
spostamento traslatorio e di uno spostamento sferico, se ne deduce (per il teorema di Eulero) che

il generico spostamento rigido é il prodotto di una rotazione e di una traslazione.
Considerando poi che il prodotto di una rotazione intorno all’asse aper una traslazione che abbia
direzione ortogonale ad a, ¢ una rotazione con asse parallelo ad a (si veda in proposito la

discussione sul campo circolare), segue che

il generico spostamento rigido e il prodotto di una rotazione e di una traslazione
parallela all’asse di rotazione.

Se consideriamo allora spostamenti che avvengano esclusivamente su un piano, ovvero tali che le
rotazioni abbiano sempre asse ortogonale al piano, si pu0 affermare che

il generico spostamento rigido piano e sempre una rotazione con asse ortogonale al
piano degli spostamenti.

La traslazione rientra come caso particolare di rotazione, infatti lo spostamento rigido traslatorio si
puod immaginare come una rotazione il cui centro sia all’infinito.

16.2. Spostamento rigido rotatorio. Nella presente trattazione ci occupiamo di
strutture piane, dunque per quanto visto nel paragrafo precedente, ci troveremo a dover fare i conti

' Si parla di prodotto di spostamenti rigidi quando si fa descrivere a uno spazio rigido prima uno spostamento (ad
esempio una traslazione) e poi un altro spostamento (ad esempio una rotazione). In generale il prodotto di spostamenti
non ¢ commutativo (vedi I’esempio nel trattato di Meccanica Razionale), tuttavia nel caso di prodotto di una rotazione
per una traslazione la commutativita sussiste.
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esclusivamente con spostamenti rigidi rotatori. Vediamoallora adesso quale ¢ I’espressione analitica
di un sistema di spostamenti rigidi rotatori.

Nel piano 7 avviene una rotazione rigida intorno all’asse a, che intercetta il piano stesso in Q. Ci
proponiamo di ricavare lo spostamento del punto P se I’ampiezza della rotazione — e il suo verso —
sono definiti dall’anomalia «.

Con riferimento alla figura si ha

W=ﬁ+ﬁ=(P—Q>+Q—H))+(&X@)sina=(ﬁ2)+Q—H>)+(&><Q—P))Sina=
= (P_Q)—ﬁcosa)+(&x@)sina=P_Q)(1—cosa)+(&><Q_P))sina

che si preferisce scrivere

16.1) PP' = @(cosa -1+ (& X Q_P)) sina

Si pud osservare che, nel secondo addendo, al posto di Q si pud usare un qualunque punto di a
senza cambiarne il valore (cid non vale per il primo addendo). Uno spostamento rotatorio rigido &
completamente definito in termini di ampiezza della rotazione, di asse di rotazione e di verso di
rotazione, dal vettore

16.2) 7 =ad

detto appunto vettore di rotazione.

16.3. Sistema di spostamenti virtuali. Ricordando che gli sviluppi di McLaurin del
primo ordine delle due funzioni trigonometriche si scrivono

sina =sin0+ acos0+o(a) = a+o(a)
cosa =cos0—asin0+o(a) =1+ o(a)

16.3) {
e sostituendoli nella 16.1 abbiamo

PP — OF 2 % OB _ 2 (3F°@ 4 (2 x 0P (1 + 2@
164) PP’ = QPo(a) + (@ x QP)(a + o(a)) = « (QP 2+ (axQP) (1 T ))
Dividendo per I’angolo di rotazione si ha
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16.5) % = (Q_P"’(“) +(axQP)(1+ "(“)))

a a
e mandando al limite per « — 0 si ha

R
4 _—

16.6) lim,_,, % =ax QP

Moltiplicando poi ambo i membri per 1’angolod# si ha

J—
—

16.7) 86 limg_o = = 56a x QP

Questo campo vettoriale — che € un campo circolare di asse @ — rappresentail sistema di spostamenti

virtuali associati alla rotazione di centro Q e ampiezza §6. Indicando 6(P) tale campo si ha in
definitiva

16.8) 8(P) = 804 x QP
La grandezza algebrica 8 — che ha le dimensioni di un angolo — ¢ arbitraria e incide solo

sull’intensita del campo e sul suo verso; inoltre ai fini dell’applicazione del PLV il suo valore &
ininfluente.

Si osserva che — se non per il caso limite della traslazione — il sistema di spostamenti virtuali 16.8
non coincidera mai con un sistema di spostamenti descritto dalla 16.1, mentre ¢ formalmente
analogo all’atto di moto rotatorio. In effetti il sistema di spostamenti virtuali non ¢ altro che la
derivata in a dello spostamento rigido rotatorio, moltiplicata per la rotazione arbitraria 6.
L’importanza del sistema di spostamenti virtuali — che si pud considerare di primo acchito un ente
puramente matematico privo di valore fisico — sta nel suo impiego nella definizione del lavoro
virtuale e quindi — in definitiva — nella sua utilizzazione nel PLV.

16.4. Teoremi di Aronhold-Kennedy. Nel paragrafo precedente abbiamo visto che il
sistema di spostamenti virtuali di un corpo rigido nel piano € un campo circolare descritto dalla
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funzione vettoriale 16.8. Ora estendiamo la nostra analisi al caso in cui si abbiano piu corpi rigidi
nel piano, attraverso due importanti teoremi, detti di Aronhold-Kennedy.

Primo teorema di Aronhold-Kennedy. Dati tre corpi C;,C,, C3 i quali si muovano sullo stesso
piano, allora 1 centri di istantanea rotazione dei tre moti relativi (cioe¢ del moto di C; rispetto a C,,
del moto di C, rispetto a C; e del moto di C; rispetto a C3) sono allineati.

Dimostrazione. Diciamo C;3 il c.d.i.r. del moto 1-3 (moto di Cjrispetto aC3), C,3 il c.d.i.r. del
moto 2-3, e C;, il c.d.i.r. del moto 1-2. Si consideri poi un punto P di C;. Considerando assoluto il
moto di P rispetto C; e relativo quello rispetto C,, la cinematica relativa ci dice che

- - - - - -
16.9)  Vgp = Vpp + Vrp & Vp13 = Up12 + Upa;3

dove si intende che Up, 3 € la velocita del punto P — considerato appartenente a C; — rispetto a Cz, e
cosi via. D’altra parte

Cl 3

Upy,3 = Wqz X C13P
16.10) 1_7)P1,2 = 512 X ClZP

Upp3 = Wa3 X @5
che sostituite nella 16.9porgono
16.11) @13 X C13P = @1y X C12E + @Wys X CozE
Se poi scegliamo in particolare P = C;, abbiamo
16.12)  &y3 X Cy3Cyy = @yz X Cp3Cry

Dunque, essendo le velocita angolari parallele (i moti avvengono tutti nello stesso piano), devono
risultare paralleli anche 1 due vettori C;3P;5, C,3Cy, € questo significa che i tre c.d.i.r. sono allineati.

? T teoremi seguenti si riferiscono agli atti di moto; tuttavia, come abbiamo visto nel precedente paragrafo, I’espressione
degli atti di moto ¢ formalmente analoga a quella dei sistemi di spostamenti virtuali.
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Secondo teorema di Aronhold-Kennedy. Dati due corpi Cq,C, i quali si muovano sullo stesso
piano, allora il centro di istantanea rotazione del moto relativo (cio¢ del moto di C; rispetto a C,) ¢
allineato ai centri di istantanea rotazione dei due moti assoluti.

Dimostrazione. Questo teorema ¢ un corollario del precedente, infatti se nel primo teorema
consideriamo fisso il corpo C;allora abbiamo che i moti di C; e di C, rispetto C3 diventano moti
assoluti, quindi il precedente teorema ci dice che i c.d.i.r. dei due moti assoluti sono allineati con il
c.d.i.r. del moto relativo fra C; e C,. Dunque la tesi.

16.5. Vincoli e centri di istantanea rotazione. Vediamo ora in che modo i vincoli
del piano — introdotti nel paragrafo 14.3 — possano fornire indicazioni sull’ubicazione dei c.d.i.r. E’
possibile costruire con semplici ragionamenti la tabella seguente, dove si considerano i vincoli
esterni e dunque il moto assoluto degli elementi che essi connettono al telaio.

centro di istantanea

vincolo rotazione del moto
assoluto
. coincide con il centro della
cerniera :
cerniera
= incastro
i scorrevole ¢ un punto improprio
/5]
7 .
= doppio pendolo
=)
1]
£ pendolo .
> S1 trova su un asse
carrello oo
ortogonale alla direzione
doppio doppio | della traslazione consentita
pendolo

Nel caso in cui i vincoli siano interni valgono ancora queste considerazioni, ma in tal caso i c.d.i.r.
sono quelli del moto relativo fra gli elementi

connessi dai vincoli in esame. al

1
\
16.6. Ricerca dei centri di istantanea *‘ '

N
rotazione. Ora che abbiamo introdotto i due (1)}\
teoremi di Aronhold-Kennedy e fatto le semplici (AN
considerazioni sul rapporto fra vincoli e ubicazione
dei c.d.i.r., possiamo provare ad applicare tutto cio
nella ricerca dei c.d.i.r. per gli elementi traviformi
delle strutture piane di nostro interesse.

4

Consideriamo la struttura indicata in figura, N
costituita da due tronchi rigidi: il tratto I ¢ vincolato N
in A da un carrello esterno, € in B da una cerniera N
interna; il tratto /I € vincolato con una cerniera al
tratto I e con una cerniera in C al telaio.

A
. . I \
In base a quanto detto nel paragrafo 16.5 il c.d.i.r. / \
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del moto assoluto di I si trova sulla retta a, quello del moto assoluto di I si trova nel punto C,
quello del moto relativo si trova in B.

Il secondo teorema di Aronhold-Kennedy ci permette poi di affermare che il c.d.i.r. del moto
assoluto di I deve trovarsi in corrispondenza dell’intersezione fra a e la retta per CB.

Per quanto riguarda le notazioni si precisa che

e i tronchi rigidi vengono indicati con numeri romani;

e i c.d.ir. dei moti assoluti vengono indicati con il numero arabo (fra parentesi) del tronco
rigido a cui ci si riferisce;

® jc.d.ir. dei moti relativi vengono indicati con 1 due numeri arabi dei tronchi rigidi a cui ci si
riferisce.

16.7. Determinazione del sistema di spostamenti virtuali. Data una struttura
piana, una volta che si siano ubicati i centri di istantanea rotazione, ¢ possibile ricavare il sistema di
spostamenti virtuali tenendo presente I’espressione 16.8 del generico sistema di spostamenti
virtuali. Nella pratica si riporta I’andamento delle componenti del sistema di spostamenti su due assi
ortogonali.

L a
)

o Ny o
_______________ I B“ 7,
I/ 1 695
______________ R T
6 BE

e s =z

I 166 11

Per dimostrare come ottenere il sistema di spostamenti virtuali si riprenda la struttura studiata nel
paragrafo precedente, per la quale sono stati individuati gia i tre c.d.i.r. Si traccino poi due assi
ortogonali, uno verticale e uno orizzontale. Si tenga allora presente che

® in corrispondenza delle proiezioni dei c.d.i.r. dei moti assoluti le componenti degli
spostamenti virtuali si devono annullare;
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® in corrispondenza di cerniere interne il valore delle componenti degli spostamenti dei due
elementi collegati deve essere il medesimo.
Si imprima allora una rotazione 86 in C e si ricavino le componenti verticali e orizzontali degli
spostamenti virtuali di I/ attraverso la 16.8. Fatto cid restano determinate le componenti dello
spostamento di [ in B; imposto poi I’annullamento dello spostamento in (1) si determinano
completamente gli spostamenti di I.

Il procedimento illustrato negli ultimi due paragrafi, che consiste nella determinazione dei c.d.i.r.
prima, e del sistema di spostamenti virtuali poi, prende il nome di procedimento delle catene
cinematiche.

16.8. Catene cinematiche e PLYV. Riprendiamo ora la trattazione del capitolo
precedente, ovvero la determinazione delle reazioni vincolari attraverso il PLV in sistemi
staticamente determinati, ma con ['ausilio ora del metodo delle catene cinematiche per la
determinazione del sistema di spostamenti virtuali. Si consideri allora il sistema in figura.

f
H
D B
R
Ry | A C <N

B

Va

La struttura ha 6 gradi di liberta (poiché ¢ costituita da due corpi rigidi, ed ¢ piana) e i vincoli
impongono altrettanti gradi di vincolo: dunque ¢ isostatica. Quindi il sistema puO essere tanto
staticamente indeterminato (se ci sono vincoli mal posti ma la sollecitazione garantisce 1’equilibrio
meccanico), quanto staticamente impossibile(se 1 vincoli sono mal posti ma la sollecitazione
soddisfa 1’equilibrio meccanico); quanto in fine staticamente determinato (se i vincoli sono tutti
efficaci, a prescindere dalla sollecitazione).

< —> H
Dl Bl g, R, |B
f
Vg Vg
R
Ry | A J)/C «C
A
?
l l ! l
Vil 2 2 Vel 3

Per discriminare i tre casi si pud procedere secondo quanto visto nel cap 14, ovvero studiando il
sistema della statica 14.3. Si consideri tuttavia che € banalmente NON verificato il secondo teorema
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di Aronhold-Kennedy, perché i tre c.d.i.r. coincidono con le tre cerniere, dunque non sono allineati:
il moto ¢ allora impossibile. Ne segue che il sistema non puo essere staticamente impossibile;
rimane la possibilita che sia staticamenteindeterminato o staticamente determinato.

In realta perd ora non so come stabilire quale dei due casi si abbia, ovvero non so come capire se i
vincoli sono mal posti 0 meno, senza ricorrere all’analisi della matrice A. Mi costruisco allora la
matrice e ne calcolo il rango. Evidenziamo le reazioni interne relative alla cerniera interna in B. Il

sistema della statica per i due corpi rigidi porge le 6 equazioni

Ry,—Rp =0
( VA_VB_f 1 -1 00 0 o0 /R /0\
A==l 0o 0o 01 -1 0\(Re| (7
1613 {Ma=Rel=Val=f;=0_101 0 0 -1 0||Re|_ :
' Ry —Rp =0 01 -10 0 olfflwv :
s e e o)
\ M, = —Ryl—Vyl =0 Ve 0
Considerando poi che
1 -1 00 0 0
0001—10283:1810—1010_1
01 —10 o o[t =10 0 o= ] Ol=lt <1 ol = [t -] G=m1m1=-2
o0 oo 11| |[900 T IE gy 5 g4 ol 0 1
o1 00 10l 100 10

abbiamo che la matrice dei coefficienti ha rango massimo e dunque il sistema ¢ del tipo 2.2
(capitolo 14), ovvero ¢ staticamente determinato.

Procedo ora all’applicazione del PLV partendo dal nodo A. Sostituisco la cerniera con un carrello a
scorrimento orizzontale, e introduco la forza esterna R,. L’analisi delle catene cinematiche ¢ quella
fatta per ’esempio del capitolo precedente, al quale si rimanda; dunque 1’espressione del lavoro
virtuale si scrive

16.14) Lye = —R,2180 + f "= 0 = R, =1
150 fooo i i
_______________ (‘;)(1,2) | Hi
I B 1 ;
1=11 50

2166 166 11
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Ora sostituisco la cerniera in A con un carrello a scorrimento verticale, e introduco I’incognita
dinamica V,, procedendo poi con I'individuazione dei c.d.i.r. e quindi con la determinazione del
sistema di spostamenti virtuali.In base al sistema di spostamento virtuale indicato in figura
abbiamo per il lavoro virtuale

16.15) Ly, = —V,42160 + f3° 2 =0 & V, = 3L

Ora sostituiamo in C la cerniera con un carrello a scorrimento orizzontale e introduciamo
I’incognita dinamica R. Il procedimento delle catene cinematiche e il PLV porgono allora

16.16) Ly, = V2156 —f% —0oV, :£

166 ‘f

11

1
1
1
1
1
I
I
I
1
1
1
1
1
I
I
I
1
1
1
1
1
I
I
I
1
1
1
1
I
I

Sostituisco ora la cerniera in C con un carrello a scorrimento orizzontale e introduco I’incognita
dinamica R.. L ’applicazione del PLV porge

P NN N N N S

“A(2)

lf O
1,2):." . H

s

166

11 I

2166
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16.17) Ly, = R.2156 —f% =0 R =£

Dunque la ricerca delle reazioni vincolari esterne attraverso il metodo delle catene cinematiche e del
PLV ha condotto ai valori

16.18)RA=£ RC=£ v, = Vc=£

Possiamo verificare questo risultato attraverso la risoluzione del sistema lineare 16.13

1

(RAsz

( RA=RB 3
V,=1f-

Va—Vg=f 4 f‘i
—_ = l RB:f_
16.13)<RB Vs fz=>< 1
Rg = R¢ Rc:fz
VB+VC:O V—fl
\RB:_VB ¢ 4
1

LVB:_fZ

Faccio ora vedere come il PLV consenta di ricavare anche le reazioni interne, che non abbiamo
considerato piu sopra. Si considerino infatti separatamente i due tronchi e si imprima a ciascuno un
sistema di spostamenti virtuali.

156
156 . u
D] B[ g R, I B

f

éw Vs A k‘\50
R R
A ha e Loy Re

. .

A

N| ~

l
Vil 2
166 —_

166

Allora il PLV impone per I’equilibrio dei due tronchi le condizioni
U
4

2 2 S

166 =
Lﬁf=RBl58—VBl58—f—=O@{RB—VB—izo Rs

NP

che confermano le 16.13.
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Capitolo 16. Catene cinematiche e PLV

N

Nel precedente capitolo si ¢ visto come 1’algoritmo per il calcolo delle reazioni vincolari — di
sistemi staticamente determinati — attraverso il PLV richieda la determinazione del valore del
sistema di spostamenti virtuali in tutti i punti della struttura in cui sia applicata una forza, al fine di
calcolarne il lavoro virtuale; e gli esempi discussi sono stati in tal senso molto semplici,
consentendo un calcolo veloce di detti valori. Ma cosa succede nel caso di strutture piu articolate?
Come si fa a calcolare in modo esatto il valore del campo degli spostamenti virtuali su tutta la
struttura?

Ebbene in questo capitolo

e i illustra il metodo delle catene cinematiche, un procedimento atto proprio alla
determinazione completa del campo degli spostamenti virtuali;

e inoltre si stabilisce in modo piu rigoroso la definizione di spostamento virtuale,
evidenziandone la differenza con gli spostamenti propriamente detti.

16.1. Teorema di Eulero. Nell’ambito della Meccanica Razionale si dimostra il seguente
teorema (di Eulero)

ogni spostamento rigido sferico di centro C — ovvero con spostamento nullo in C — e
riconducibile a uno spostamento rotatorio con asse di rotazione passante per C.

PN

Siccome poi uno spostamento generico ¢ sempre (lo diamo per buono) il prodotto1 di uno
spostamento traslatorio e di uno spostamento sferico, se ne deduce (per il teorema di Eulero) che

il generico spostamento rigido é il prodotto di una rotazione e di una traslazione.
Considerando poi che il prodotto di una rotazione intorno all’asse aper una traslazione che abbia
direzione ortogonale ad a, ¢ una rotazione con asse parallelo ad a (si veda in proposito la

discussione sul campo circolare), segue che

il generico spostamento rigido e il prodotto di una rotazione e di una traslazione
parallela all’asse di rotazione.

Se consideriamo allora spostamenti che avvengano esclusivamente su un piano, ovvero tali che le
rotazioni abbiano sempre asse ortogonale al piano, si pu0 affermare che

il generico spostamento rigido piano e sempre una rotazione con asse ortogonale al
piano degli spostamenti.

La traslazione rientra come caso particolare di rotazione, infatti lo spostamento rigido traslatorio si
puod immaginare come una rotazione il cui centro sia all’infinito.

16.2. Spostamento rigido rotatorio. Nella presente trattazione ci occupiamo di
strutture piane, dunque per quanto visto nel paragrafo precedente, ci troveremo a dover fare i conti

' Si parla di prodotto di spostamenti rigidi quando si fa descrivere a uno spazio rigido prima uno spostamento (ad
esempio una traslazione) e poi un altro spostamento (ad esempio una rotazione). In generale il prodotto di spostamenti
non ¢ commutativo (vedi I’esempio nel trattato di Meccanica Razionale), tuttavia nel caso di prodotto di una rotazione
per una traslazione la commutativita sussiste.
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esclusivamente con spostamenti rigidi rotatori. Vediamoallora adesso quale ¢ I’espressione analitica
di un sistema di spostamenti rigidi rotatori.

Nel piano 7 avviene una rotazione rigida intorno all’asse a, che intercetta il piano stesso in Q. Ci
proponiamo di ricavare lo spostamento del punto P se I’ampiezza della rotazione — e il suo verso —
sono definiti dall’anomalia «.

Con riferimento alla figura si ha

W=ﬁ+ﬁ=(P—Q>+Q—H))+(&X@)sina=(ﬁ2)+Q—H>)+(&><Q—P))Sina=
= (P_Q)—ﬁcosa)+(&x@)sina=P_Q)(1—cosa)+(&><Q_P))sina

che si preferisce scrivere

16.1) PP' = @(cosa -1+ (& X Q_P)) sina

Si pud osservare che, nel secondo addendo, al posto di Q si pud usare un qualunque punto di a
senza cambiarne il valore (cid non vale per il primo addendo). Uno spostamento rotatorio rigido &
completamente definito in termini di ampiezza della rotazione, di asse di rotazione e di verso di
rotazione, dal vettore

16.2) 7 =ad

detto appunto vettore di rotazione.

16.3. Sistema di spostamenti virtuali. Ricordando che gli sviluppi di McLaurin del
primo ordine delle due funzioni trigonometriche si scrivono

sina =sin0+ acos0+o(a) = a+o(a)
cosa =cos0—asin0+o(a) =1+ o(a)

16.3) {
e sostituendoli nella 16.1 abbiamo

PP — OF 2 % OB _ 2 (3F°@ 4 (2 x 0P (1 + 2@
164) PP’ = QPo(a) + (@ x QP)(a + o(a)) = « (QP 2+ (axQP) (1 T ))
Dividendo per I’angolo di rotazione si ha
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16.5) % = (Q_P"’(“) +(axQP)(1+ "(“)))

a a
e mandando al limite per « — 0 si ha

R
4 _—

16.6) lim,_,, % =ax QP

Moltiplicando poi ambo i membri per 1’angolod# si ha

J—
—

16.7) 86 limg_o = = 56a x QP

Questo campo vettoriale — che € un campo circolare di asse @ — rappresentail sistema di spostamenti

virtuali associati alla rotazione di centro Q e ampiezza §6. Indicando 6(P) tale campo si ha in
definitiva

16.8) 8(P) = 804 x QP
La grandezza algebrica 8 — che ha le dimensioni di un angolo — ¢ arbitraria e incide solo

sull’intensita del campo e sul suo verso; inoltre ai fini dell’applicazione del PLV il suo valore &
ininfluente.

Si osserva che — se non per il caso limite della traslazione — il sistema di spostamenti virtuali 16.8
non coincidera mai con un sistema di spostamenti descritto dalla 16.1, mentre ¢ formalmente
analogo all’atto di moto rotatorio. In effetti il sistema di spostamenti virtuali non ¢ altro che la
derivata in a dello spostamento rigido rotatorio, moltiplicata per la rotazione arbitraria 6.
L’importanza del sistema di spostamenti virtuali — che si pud considerare di primo acchito un ente
puramente matematico privo di valore fisico — sta nel suo impiego nella definizione del lavoro
virtuale e quindi — in definitiva — nella sua utilizzazione nel PLV.

16.4. Teoremi di Aronhold-Kennedy. Nel paragrafo precedente abbiamo visto che il
sistema di spostamenti virtuali di un corpo rigido nel piano € un campo circolare descritto dalla
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funzione vettoriale 16.8. Ora estendiamo la nostra analisi al caso in cui si abbiano piu corpi rigidi
nel piano, attraverso due importanti teoremi, detti di Aronhold-Kennedy.

Primo teorema di Aronhold-Kennedy. Dati tre corpi C;,C,, C3 i quali si muovano sullo stesso
piano, allora 1 centri di istantanea rotazione dei tre moti relativi (cioe¢ del moto di C; rispetto a C,,
del moto di C, rispetto a C; e del moto di C; rispetto a C3) sono allineati.

Dimostrazione. Diciamo C;3 il c.d.i.r. del moto 1-3 (moto di Cjrispetto aC3), C,3 il c.d.i.r. del
moto 2-3, e C;, il c.d.i.r. del moto 1-2. Si consideri poi un punto P di C;. Considerando assoluto il
moto di P rispetto C; e relativo quello rispetto C,, la cinematica relativa ci dice che

- - - - - -
16.9)  Vgp = Vpp + Vrp & Vp13 = Up12 + Upa;3

dove si intende che Up, 3 € la velocita del punto P — considerato appartenente a C; — rispetto a Cz, e
cosi via. D’altra parte

Cl 3

Upy,3 = Wqz X C13P
16.10) 1_7)P1,2 = 512 X ClZP

Upp3 = Wa3 X @5
che sostituite nella 16.9porgono
16.11) @13 X C13P = @1y X C12E + @Wys X CozE
Se poi scegliamo in particolare P = C;, abbiamo
16.12)  &y3 X Cy3Cyy = @yz X Cp3Cry

Dunque, essendo le velocita angolari parallele (i moti avvengono tutti nello stesso piano), devono
risultare paralleli anche 1 due vettori C;3P;5, C,3Cy, € questo significa che i tre c.d.i.r. sono allineati.

? T teoremi seguenti si riferiscono agli atti di moto; tuttavia, come abbiamo visto nel precedente paragrafo, I’espressione
degli atti di moto ¢ formalmente analoga a quella dei sistemi di spostamenti virtuali.
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Secondo teorema di Aronhold-Kennedy. Dati due corpi Cq,C, i quali si muovano sullo stesso
piano, allora il centro di istantanea rotazione del moto relativo (cio¢ del moto di C; rispetto a C,) ¢
allineato ai centri di istantanea rotazione dei due moti assoluti.

Dimostrazione. Questo teorema ¢ un corollario del precedente, infatti se nel primo teorema
consideriamo fisso il corpo C;allora abbiamo che i moti di C; e di C, rispetto C3 diventano moti
assoluti, quindi il precedente teorema ci dice che i c.d.i.r. dei due moti assoluti sono allineati con il
c.d.i.r. del moto relativo fra C; e C,. Dunque la tesi.

16.5. Vincoli e centri di istantanea rotazione. Vediamo ora in che modo i vincoli
del piano — introdotti nel paragrafo 14.3 — possano fornire indicazioni sull’ubicazione dei c.d.i.r. E’
possibile costruire con semplici ragionamenti la tabella seguente, dove si considerano i vincoli
esterni e dunque il moto assoluto degli elementi che essi connettono al telaio.

centro di istantanea

vincolo rotazione del moto
assoluto
. coincide con il centro della
cerniera :
cerniera
= incastro
i scorrevole ¢ un punto improprio
/5]
7 .
= doppio pendolo
=)
1]
£ pendolo .
> S1 trova su un asse
carrello oo
ortogonale alla direzione
doppio doppio | della traslazione consentita
pendolo

Nel caso in cui i vincoli siano interni valgono ancora queste considerazioni, ma in tal caso i c.d.i.r.
sono quelli del moto relativo fra gli elementi

connessi dai vincoli in esame. al

1
\
16.6. Ricerca dei centri di istantanea *‘ '

N
rotazione. Ora che abbiamo introdotto i due (1)}\
teoremi di Aronhold-Kennedy e fatto le semplici (AN
considerazioni sul rapporto fra vincoli e ubicazione
dei c.d.i.r., possiamo provare ad applicare tutto cio
nella ricerca dei c.d.i.r. per gli elementi traviformi
delle strutture piane di nostro interesse.

4

Consideriamo la struttura indicata in figura, N
costituita da due tronchi rigidi: il tratto I ¢ vincolato N
in A da un carrello esterno, € in B da una cerniera N
interna; il tratto /I € vincolato con una cerniera al
tratto I e con una cerniera in C al telaio.

A
. . I \
In base a quanto detto nel paragrafo 16.5 il c.d.i.r. / \
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del moto assoluto di I si trova sulla retta a, quello del moto assoluto di I si trova nel punto C,
quello del moto relativo si trova in B.

Il secondo teorema di Aronhold-Kennedy ci permette poi di affermare che il c.d.i.r. del moto
assoluto di I deve trovarsi in corrispondenza dell’intersezione fra a e la retta per CB.

Per quanto riguarda le notazioni si precisa che

e i tronchi rigidi vengono indicati con numeri romani;

e i c.d.ir. dei moti assoluti vengono indicati con il numero arabo (fra parentesi) del tronco
rigido a cui ci si riferisce;

® jc.d.ir. dei moti relativi vengono indicati con 1 due numeri arabi dei tronchi rigidi a cui ci si
riferisce.

16.7. Determinazione del sistema di spostamenti virtuali. Data una struttura
piana, una volta che si siano ubicati i centri di istantanea rotazione, ¢ possibile ricavare il sistema di
spostamenti virtuali tenendo presente I’espressione 16.8 del generico sistema di spostamenti
virtuali. Nella pratica si riporta I’andamento delle componenti del sistema di spostamenti su due assi
ortogonali.

L a
)

o Ny o
_______________ I B“ 7,
I/ 1 695
______________ R T
6 BE

e s =z

I 166 11

Per dimostrare come ottenere il sistema di spostamenti virtuali si riprenda la struttura studiata nel
paragrafo precedente, per la quale sono stati individuati gia i tre c.d.i.r. Si traccino poi due assi
ortogonali, uno verticale e uno orizzontale. Si tenga allora presente che

® in corrispondenza delle proiezioni dei c.d.i.r. dei moti assoluti le componenti degli
spostamenti virtuali si devono annullare;
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® in corrispondenza di cerniere interne il valore delle componenti degli spostamenti dei due
elementi collegati deve essere il medesimo.
Si imprima allora una rotazione 86 in C e si ricavino le componenti verticali e orizzontali degli
spostamenti virtuali di I/ attraverso la 16.8. Fatto cid restano determinate le componenti dello
spostamento di [ in B; imposto poi I’annullamento dello spostamento in (1) si determinano
completamente gli spostamenti di I.

Il procedimento illustrato negli ultimi due paragrafi, che consiste nella determinazione dei c.d.i.r.
prima, e del sistema di spostamenti virtuali poi, prende il nome di procedimento delle catene
cinematiche.

16.8. Catene cinematiche e PLYV. Riprendiamo ora la trattazione del capitolo
precedente, ovvero la determinazione delle reazioni vincolari attraverso il PLV in sistemi
staticamente determinati, ma con ['ausilio ora del metodo delle catene cinematiche per la
determinazione del sistema di spostamenti virtuali. Si consideri allora il sistema in figura.

f
H
D B
R
Ry | A C <N

B

Va

La struttura ha 6 gradi di liberta (poiché ¢ costituita da due corpi rigidi, ed ¢ piana) e i vincoli
impongono altrettanti gradi di vincolo: dunque ¢ isostatica. Quindi il sistema puO essere tanto
staticamente indeterminato (se ci sono vincoli mal posti ma la sollecitazione garantisce 1’equilibrio
meccanico), quanto staticamente impossibile(se 1 vincoli sono mal posti ma la sollecitazione
soddisfa 1’equilibrio meccanico); quanto in fine staticamente determinato (se i vincoli sono tutti
efficaci, a prescindere dalla sollecitazione).

< —> H
Dl Bl g, R, |B
f
Vg Vg
R
Ry | A J)/C «C
A
?
l l ! l
Vil 2 2 Vel 3

Per discriminare i tre casi si pud procedere secondo quanto visto nel cap 14, ovvero studiando il
sistema della statica 14.3. Si consideri tuttavia che € banalmente NON verificato il secondo teorema
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di Aronhold-Kennedy, perché i tre c.d.i.r. coincidono con le tre cerniere, dunque non sono allineati:
il moto ¢ allora impossibile. Ne segue che il sistema non puo essere staticamente impossibile;
rimane la possibilita che sia staticamenteindeterminato o staticamente determinato.

In realta perd ora non so come stabilire quale dei due casi si abbia, ovvero non so come capire se i
vincoli sono mal posti 0 meno, senza ricorrere all’analisi della matrice A. Mi costruisco allora la
matrice e ne calcolo il rango. Evidenziamo le reazioni interne relative alla cerniera interna in B. Il

sistema della statica per i due corpi rigidi porge le 6 equazioni

Ry,—Rp =0
( VA_VB_f 1 -1 00 0 o0 /R /0\
A==l 0o 0o 01 -1 0\(Re| (7
1613 {Ma=Rel=Val=f;=0_101 0 0 -1 0||Re|_ :
' Ry —Rp =0 01 -10 0 olfflwv :
s e e o)
\ M, = —Ryl—Vyl =0 Ve 0
Considerando poi che
1 -1 00 0 0
0001—10283:1810—1010_1
01 —10 o o[t =10 0 o= ] Ol=lt <1 ol = [t -] G=m1m1=-2
o0 oo 11| |[900 T IE gy 5 g4 ol 0 1
o1 00 10l 100 10

abbiamo che la matrice dei coefficienti ha rango massimo e dunque il sistema ¢ del tipo 2.2
(capitolo 14), ovvero ¢ staticamente determinato.

Procedo ora all’applicazione del PLV partendo dal nodo A. Sostituisco la cerniera con un carrello a
scorrimento orizzontale, e introduco la forza esterna R,. L’analisi delle catene cinematiche ¢ quella
fatta per ’esempio del capitolo precedente, al quale si rimanda; dunque 1’espressione del lavoro
virtuale si scrive

16.14) Lye = —R,2180 + f "= 0 = R, =1
150 fooo i i
_______________ (‘;)(1,2) | Hi
I B 1 ;
1=11 50

2166 166 11
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Ora sostituisco la cerniera in A con un carrello a scorrimento verticale, e introduco I’incognita
dinamica V,, procedendo poi con I'individuazione dei c.d.i.r. e quindi con la determinazione del
sistema di spostamenti virtuali.In base al sistema di spostamento virtuale indicato in figura
abbiamo per il lavoro virtuale

16.15) Ly, = —V,42160 + f3° 2 =0 & V, = 3L

Ora sostituiamo in C la cerniera con un carrello a scorrimento orizzontale e introduciamo
I’incognita dinamica R. Il procedimento delle catene cinematiche e il PLV porgono allora

16.16) Ly, = V2156 —f% —0oV, :£

166 ‘f

11

1
1
1
1
1
I
I
I
1
1
1
1
1
I
I
I
1
1
1
1
1
I
I
I
1
1
1
1
I
I

Sostituisco ora la cerniera in C con un carrello a scorrimento orizzontale e introduco I’incognita
dinamica R.. L ’applicazione del PLV porge

P NN N N N S

“A(2)

lf O
1,2):." . H

s

166

11 I

2166
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16.17) Ly, = R.2156 —f% =0 R =£

Dunque la ricerca delle reazioni vincolari esterne attraverso il metodo delle catene cinematiche e del
PLV ha condotto ai valori

16.18)RA=£ RC=£ v, = Vc=£

Possiamo verificare questo risultato attraverso la risoluzione del sistema lineare 16.13

1

(RAsz

( RA=RB 3
V,=1f-

Va—Vg=f 4 f‘i
—_ = l RB:f_
16.13)<RB Vs fz=>< 1
Rg = R¢ Rc:fz
VB+VC:O V—fl
\RB:_VB ¢ 4
1

LVB:_fZ

Faccio ora vedere come il PLV consenta di ricavare anche le reazioni interne, che non abbiamo
considerato piu sopra. Si considerino infatti separatamente i due tronchi e si imprima a ciascuno un
sistema di spostamenti virtuali.

156
156 . u
D] B[ g R, I B

f

éw Vs A k‘\50
R R
A ha e Loy Re

. .

A

N| ~

l
Vil 2
166 —_

166

Allora il PLV impone per I’equilibrio dei due tronchi le condizioni
U
4

2 2 S

166 =
Lﬁf=RBl58—VBl58—f—=O@{RB—VB—izo Rs

NP

che confermano le 16.13.
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Capitolo 17. Caratteristiche di sollecitazione

In questo capitolo introduco degli enti, con dimensione di sforzo e di momento, in grado di definire
lo stato tensionale della generica sezione della trave. Si tratta di 6 parametri dinamici (3 componenti
di sforzo e tre componenti di momento) i quali prendono il nome di caratteristiche della
sollecitazione. Spesso le caratteristiche della sollecitazione prendono il nome di componenti delle
azioni interne.

17.1. Caratteristiche della sollecitazione, caso generale. Seziono idealmente
una trave in due tronchi (vedi figura). Affinché il tronco A sia in equilibrio, la sollecitazione che il
tronco B esercita su di esso deve equilibrare la sollecitazione esterna agente sul troncoA. SeF ¢ la
risultante della sollecitazione esercitata da B suA, e MG ¢ il momento totale rispetto al baricentro G
della sezione, allora tale sollecitazione ¢ equivalente alla forza F applicata in Ge a una coppia di

/

_
momento M.

F R

H

1l

Se fissiamo una terna(G; x,y, z) tale che 1’asse z sia ortogonale alla sezione in G e gli assi x,y
individuino due direzioni centrali di inerzia della sezione, sul piano della sezione stessa, allora le
componenti della sollecitazione equivalente di cui sopra rispetto questa terna prendono il nome di
caratteristiche della sollecitazione. In particolare si pongono le definizioni seguenti:

(MGx, Mg, : momenti flettenti

17.1) { Mg,: momento t.or.cente.
E, E,: componenti di taglio

F,: componente normale

La simbologia comunemente in uso per le caratteristiche della sollecitazione ¢ poi quella seguente

M, = Mg, My = MGy M, = Mg,

T,2F T,2FE N=2F

17.2)
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17.2. Caratteristiche della sollecitazione per trave piana. Nel caso di travi
piane la sollecitazione ¢ piana e dunque la risultante agente sulla sezione ¢ parallela al piano della
trave, mentre il momento totale risulta ortogonale al
piano della trave. Nel caso di trave piana si adotta il
seguente sistema di riferimento per proiettare la
sollecitazione agente sulla sezione:

e[’asse z lo si prende anche in questo caso ortogonale
alla sezione nel puntoG;

®[’asse y lo si prende giacente sul piano, venendo cosi a
coincidere con una direzione centrale di inerzia della
sezione;per il verso dell’asse y (e quindi quello
dell’assex) si osservano le convenzioni indicate in
figura, dove sono segnati i versi positivi per le
caratteristiche di sollecitazione, cio¢ i versi positivi
degli assi del sistema di riferimento.

Per quanto riguarda la simbologia la 17.2 si adatta al

caso piano nel modo seguente

M 2 Mg,
17.3 ] \
) TaF N=2F

17.3. Equazioni indefinite di equilibrio per trave piana ad asse

qualunque. Consideriamo travi ad asse piano qualunque con sollecitazione distribuita con
continuita lungo 1’asse geometrico e sia

q¢ la componente orizzontale costante del carico distribuito (forza su unita di lunghezza);
pe la componente verticale costante del carico distribuito (forza su unita di lunghezza);
me la coppia distribuita (forza);

se I’ascissa curvilinea fissata sull’asse geometrico;

R(s)¢ il raggio di curvatura dell’asse geometrico in funzione dell’ascissa curvilinea.

Si considerila trave piana ad asse curvilineo indicata in figura, e sia

n =n(s)

17.4) {( = 7(s)

I’equazione parametrica del suo asse geometrico in funzione dell’ascissa curvilinea, rispetto al
sistema di riferimento (Q; 7, {). Allora I’andamento delle caratteristiche di sollecitazione pud essere
espresso in funzione del versore tangente £(s) e del versore normale 7A(s) i quali sono dati da

£(s) = (dn(S) d((S))

ds ds
17.5) as) = (d{(s) _dn(s))
ds ds

Definito il sistema di riferimento (P(s);t,n) i cui assi abbiano orientamento e verso dei versori

t(s),7A(s) rispettivamente, allora la risultante F (s) della sollecitazione agente sulla sezione in
P(s)pud essere scritta attraverso le caratteristiche di sollecitazione T (s), N(s)come
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dg(s) dn(s)

17.6) F(s) = T(s)Ai(s) + N(s)E(s) = T(s) B g;(s) +N(s) d?(ss)

ds ds

T(so)

N(so)

Il versore normale qui introdotto ¢ quello che si ottiene ruotando in senso orario il versore tangente
di /2. In base alla teoria delle curve piane si ha allora che sussistono le relazioni

an(s) _ oy d0S)
= —K(s) -

17.7) { &2
a={(s) _ dn(s)
ds? _K(S) ds

dove la funzione K(s) — detta curvatura — & legata al raggio di curvatura dell’asse geometrico R(s)
dalla relazione

17.8) R(s) = 1/|K(s)|

Dalle 17.7si puo dedurre che la curvatura ¢ negativa nei punti in cui 1’asse geometrico ha concavita
verso il basso, ¢ positiva se la concavita ¢ verso ’alto. Cid posto imponiamo che il tratto di trave sia
in equilibrio meccanico, ovvero imponiamo che sia soddisfatto il sistema della statica. Per
I’equilibrio alla traslazione, proiettando 1’equazione vettoriale sugli assi 17, {, abbiamo

d d d d
1 (sy) K50 ((so) N(so) 77(50)+q( ) +T(s) ((S) L NG) n(s)

dn(so) (O)d“s(’)-p(s-s()) T(s)dn(s)+N()dc(s) .

T(so)

d{(so) dn(so) dg(s) dn(s)
70 ~T(50) 22 = N(50) o2 + (s = 50) + T(s) =2+ N(s) L2 = 0
9) dn(so) dg(so) an(s) ag(s) _
T(so) s N(so) . p(s —s0) = T(s) T N(s) o = 0

dove si ¢ considerato che in s = s, il valore delle caratteristiche di sollecitazione relative alla
faccia che guarda a sinistra, sono ottenute cambiando di segno quelle in 17.6. Per ’equilibrio dei
momenti —valutando il momento totale rispetto all’origine delle ascisse curvilinee — si ha invece
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17.10) =M (so) + [, mds — f pn(s)ds — [ q¢(s)ds + T(s) (—n(s) 212 — ¢(s) £2) 4
N(s) () ZE2 - () 22) + M(s) = 0

dove si & considerato che

F(s) x PO = OP X F(s) =

§1 éz é\3
_|o n(s) {(s)
0 T(s) (()_I_N() () () 7;()+N()d€(5)

S
d
=T(s)< n()M—Z()£>+N()< %D ) m)

Valutando gli integrali curvilinei si ha

17.11) M(s) = M(so) +m(s — 50) = p [ n(0)do = q [}, {(0)do + T(s) (—n(s) o> — ¢(s) 2 +
NGs) (1) 57 = 1) 57) = 0

Derivando in s 1la 17.11si ha

dM d
1) - pn(s) - q((s)+#( 12— B2+
d d d? d?
+T(S)<—< ’ij’) -( if;’) IO “5))+
W) (G HE)_10 I &) K& dnG) | A )
+ 2 (16 B2 = e ) sy (B2 - EOBED ) LD - e D)

Si consideri — per I’ultima parentesi — che

dn(s)d¢(s) dd(s)dn(s) _ foaco
ds ds ds ds n=

dM(s) dn(s) dz()\"\ _
ds _T()<( >+( ds>)_

e considerando che in parentesi si ha il modulo del versore tangente, si ottiene

In s = 54 si ha dunque

dm (s)

17.12) B2 4 m —T(s) = 0

Dividendo ambo i membri per (s — s,) la prima delle 17.9si scrive

dg(s) dq(so) an(s) dn(so)
T(s) =2 — 7(50) £ N - NG T

S_SO S_SO

+q=0

Mandando al limite per (s —sy,) — 0 si ha
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S=Sp S=Sp

e calcolando le derivate

2 2

Sostituendo le 17.7nella 17.13si ha

17.14) (=N (50K (59) + L)) 2000 1 (260) 4 75K (5) ) 22 4 g = 0

Operando analogamente con la seconda delle 17.9si ha

an(so) an(s) agis) ag(so)
T(so)%—m)%+N(s)d—:—Mso)d—?

—p=0=
s —5p S — S p
()41 N(5)35)
1715 d—2as| d% +tp=0
S=Sp S=Sp
Calcolando le derivate abbiamo
2

ds ds

Sostituendovi poi le 17.7si ha

17.17) (422 = N(sp)K (50) ) 222 — (T sp)K () + L) £ 4y =

Dunque le equazioni indefinite dell’equilibrio per una trave piana ad asse qualunque — relative al
punto individuato dal valore s dell’ascissa curvilinea — siscrivono

(£2 - NEK() 22 - (T)K () + B2) LD 1 p = o

ds
17.18) 1 (22 _ (K s ))d“” (TEK(s) + D)D) | g g
dM(s) .
\ "2 tm—T(s) =0

17.4. Equazioni indefinite di equilibrio per trave ad asse rettilineo. Ora
particolarizziamo quanto visto nel precedente paragrafo al caso di trave in cui ’asse geometrico ¢
rettilineo. Con riferimento al precedente paragrafo, si consideri che I’asse geometrico coincida con
I’asse n: allora si ha
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an(s) _ 1
17.19) d?(ss) _, =>K(s)=0
ds

e dunque, sostituendo, nelle 17.18 abbiamo

¢
A
T(0)
o M)
oY 40 N9 N g N g8 g N e,
M(0)
VIS \ 4 V]; \ 4 \ 4
p P
' T(n)
T(m)
[ Srrp=o c
M(n + dn)
N
17.20) { TL4q=0 N N Q ‘
Ide(n)_I_m_T(n):O N R4 n+dn )N+ dn)
dn M(n)
Nel caso del carico concentrato in dp 1T+ dn)

1 indicato in figura, isolando il
concio il cui asse geometrico va da
n an + dn, 'imposizione dell’equilibrio meccanico porge banalmente

N(n+dn)—Nmn)+Q=0
17.21) T+dn) —T@M +P =0
Mm+dn) —Mm)+C+Pdn—T(m)dn =0

17.5.Diagrammi delle caratteristiche di sollecitazione. Nel tracciare i
diagrammi delle caratteristiche di sollecitazione si devono rispettare le seguenti convenzioni:

¢ il diagramma del momento si assume positivo dalla parte delle fibre tese;

® e in una trave la parte delle fibre tese dovesse cambiare si puo fissare un verso positivo dei
momenti — tracciando un tratteggio — erispettare quello per tutta la lunghezza della trave,
anziché seguire la convenzione precedente;

e i diagrammi diN, T si riportano con I’accortezza di porre @ dalla parte positiva, oppure —
nel caso in cui sia fissato con un tratteggio il verso positivo dei momenti — riportando i
valori positivi di N, T dalla parte dei momenti negativi;

Con il seguente esempio dimostro come applicare tutti i concetti introdotti nel presente capitolo al
fine del tracciamento dei diagrammi delle caratteristiche della sollecitazione.
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1) Traccio un tratteggio lungo tutta la struttura, fissando il verso positivo dei momenti, e quello
negativo di N,T. Riporto inoltre dei conci elementari con le convenzioni sui segni delle
caratteristiche della sollecitazione per tutti e tre i tratti rettilinei.

2) Al fine di integrare le 17.20 occorre ricavare le reazioni vincolari, che ne costituiscono le
condizioni al contorno.

f
T
v l l l M
M A 4
D E W, ¢ ] %—»’V
— T pTTTTTTTTImTmossmosssosesooseooooes NN [T
| T
i h | Vp Va r
T — : N , oo

Il sistema della statica porge

Ui, 2026 D6 =0=02)=6 2 O=6 D=

dunque abbiamo un sistema staticamente determinato con una struttura labile, che quindi
evidentemente ¢ bilanciata dalla sollecitazione esterna.

3) Tratto HE.Partendo da H fisso un’asse z; su cui integro le 17.20. Il carico distribuito ¢ nullo,
dunque integrando le prime due delle 17.20 si ha

dT(Zl) — 0 T( _ _
dzy { z1) =T(z, =0)
0

1722 v _ 2 WN(z) = Nz, = 0)

le

Sostituendo nella terza delle 17.20, dove si consideri che la coppia distribuita & nulla, e integrando
si ha

dM(zy)

le

17.23) = 0= M(z,) = M(0)

Considerando poi che la sollecitazione esterna agente in H & nulla, si ha T(0) = N(0) = M(0) =
0.Dunque in definitiva abbiamo trovato

M
T(z;) =0 N < Z H
17.24) { N(z,) = 0 21\ |
M(z,) = 0 1 T

cio¢ 1 diagrammi delle tre caratteristiche di sollecitazione — che riporto in fondo all’analisi, sull’asse
geometrico stesso della struttura — sono identicamente nulli.
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4) Tratto ED. Partendo da E fisso un’asse coordinato z,. Poiché non si ha carico distribuito, ma
solo carico concentrato, si puo usare il 17.21 che porge

T(z)=T(z,=0)—f=T(z,=D—-f=—f
17.25) N(z;,) =N(z,=0)=N(z;,=01)=0
M(zy) =M(z, =0) — fz, + T(2, =Dz, = —M(zy = 1) — fz, = —fz,

In realta possiamo anche integrare le prime due delle 17.20, considerando il carico concentrato nelle
condizioni al contorno. Si ha

arz) _
2z T(2)=T(z,=0)~f =Tz =0)~f=~f
17.26) AN (z,) —0 :>{ N(Zz) = N(Z2 = 0) = N(Zl = l) =0
dz,
‘ f T(Zl = l)
l l
M(z, Y Mz =D
N(Zz):% . \/ > N =0

T(z3) 72

Sostituendo poi la prima delle 17.26 nella terza delle 17.20 si ha

17.27) 2 = 7(2,) = M(2;) = —f2z, + M(z, = 0) = —fz, + M(z, = ) = —fz
2

5) Tratto DC. Partendo da D introduco I’asse coordinato z3. Integrando le prime due del 17.20 con
le condizioni iniziali indicate in figura, si ha

dT(z3z) _
1708 ) @ 0 {T(z3) =T(z3=0)=—N(z, = 20) = 0
' AN(z5) =0 N(z3) =N(z3=0)=T(z, =21) = —f
dzs

M(z, = 21) b\T(Zz =20
D 1. N(z,=2])

- T(z3)

AN M(z3)
y z

\

N(z3)

Sostituendo la seconda delle 17.28 nella terza delle 17.20 si ha

3

dM(z3)
dZ3

17.29)

=T(z3) =0=> M(z3) = M(z3 =0) = M(z, = 21) = —2fI1
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6) Tratto CA. Partendo da C introduco 1’asse coordinato z,. Le prime due delle 17.20 vanno
integrate con le condizioni iniziali indicate in figura, dunque si ha

ar(zs) _
azy 0 {T(z@ = T(z4=0)=-N(z3=h) = f
0

1730) dN(z,) _ N(Z4) = N(Z4 = O) = T(Z3 = h) =0

dZ4_

N(zz = h) TT(Z4) Z
« - | N NGz
T(z3 = h)\!C
M(zs = h) M(z,)

Sostituendo la prima delle 17.30 nelle terza delle 17.20 e integrando si ha

AM(z,4)
dZ4,

17.31) =T(zy)=f=2M(2y) = f2, +M(2, =0) = fz, + M(23 = h) = f(z, — 21)

7) La determinazione dell’andamento delle caratteristiche di sollecitazione lungo la struttura ¢ cosi
completato e le funzioni ottenute possono essere riportate sull’asse geometrico della struttura,
secondo le convenzioni indicate nel presente paragrafo. Per chiarezza le tre caratteristiche si
riportano separatamente, prima N poi T, in fine M.

D E H D E H
|
=c=N0) @
C A ¢ A
ﬁ\ f %
21f
E H
D
==
¢ A
21f
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17.6. Diagramma parabolico del momento. La terza delle 17.20 ci dice che se il
taglio ha andamento lineare, allora il momento ha andamento parabolico. Il tracciamento allora del
diagramma del momento allora non ¢ cosi immediato come nel caso in cui esso abbia andamento
lineare (vedi esempio precedente) e torna allora utile illustrare un metodo pratico per disegnare la
parabola del momento.

Per introdurre questo metodo consideriamo la trave a mensola AB sottoposta a un carico verticale
uniforme.

.

Con le posizioni fatte in figura per I’asse coordinato e per i segni delle caratteristiche di
sollecitazione, I’equilibrio meccanico alla traslazione del concio di lunghezza z a partire
dall’estremo A, porge per il taglio

1732) qz+T(z) =0=>T(z) = —qz

mentre la componente normale ¢ banalmente nulla; sostituendo poi la 17.32 nella terza delle 17.20
abbiamo

17.33) 2D = 7(2) = ~qz 5 M(2) = ~ 22 + M(z = 0) = — 22
.______“ﬁ ql
v —_—
L
//
H ] a4,
r 2
®) M
|
A c B

1/2

Tenendo presente la terza delle 17.20la costruzione della parabola del momento flettente segue il
procedimento seguente:
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1) si tracciano le due tangenti alle estremita A, B della trave, la cui inclinazione ¢ fornita dai
valori del taglio alle estremita stesse;

2) dall’intersezione C delle tangenti si traccia una linea verticale v che intercetta la retta r in H;

3) il punto medio M di CH ¢ punto della parabola, che vi passa con tangente parallela ad r.

Questo procedimento fornisce tre punti della parabola e le rispettive tangenti, permettendo un suo
tracciamento qualitativo.

17.7. Caratteristiche della sollecitazione e PLV. Nel caso in cui si richieda una
delle caratteristiche della sollecitazione esclusivamente in un punto di una struttura pu0 essere
conveniente ricorrere al procedimento illustrato nei capitoli 15 e 16, ovvero al PLV. In particolare
volendo calcolare una caratteristica di sollecitazione in Ssi segue questo algoritmo:

1) si sostituisce in S I'incastro interno con un vincolo doppio che lasci libero solo il grado di
liberta su cui agisce la caratteristica interna richiesta;

2) siintroduce la caratteristica interna richiesta come sollecitazione esterna incognita;

3) si imprime un opportuno sistema di spostamenti virtuali, valutandolo col metodo delle
catene cinematiche, e si calcola il relativo lavoro virtuale;

4) imponendo che il lavoro virtuale sia nullo si ha una equazione avente come unica incognita
la caratteristica interna richiesta.

Il sistema che si ottiene con il punto due dovrebbe essere un sistema con struttura labile, che possa
pero essere bilanciato dalla sollecitazione esterna. Per esemplificare tutto cio si consideri il sistema
piano indicato in figura, e si voglia ricavare il taglioin S.

f
v(C
T
// \\ M
’/’ \\\ II
| [T
f .o/~ SN\E
:' | T
i iR
l ! [
i II 1!
Al 2v AP

.

Si noti anzitutto che per i nostri scopi non ¢ richiesto il calcolo delle reazioni vincolari, infatti esse
sono a lavoro nullo, e dunque non concorrono nella determinazione della espressione del lavoro
virtuale. Si procede allora a ‘tagliare’ in S la struttura, a inserire ivi un carrello a scorrimento
orizzontale, e una forza esterna orizzontale T con verso concorde a quello del positivo del taglio. Si
procede quindi con il metodo delle catene cinematiche per ricavare i c.d.i.r. e quindi il sistema di
spostamenti virtuali. Per i c.d.i.r. si osserva che
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(1) coincide con il centro A della cerniera;

(1,2) coincide con il centro della cerniera in C;

(2) si trova sulla retta r per (1) e (1,2) in base al secondo teorema di Aronhold-Kennedy;
(3) coincide con il centro B della cerniera;

(1,3) deve trovarsi sulla retta s per il 2° di A-K applicato a I, I11;

(2,3) deve trovarsi sulla retta t per via del tipo di vincolo che li congiunge;

poiché (3) e (2,3) si trovano entrambi su t, segue che anche (2) si trova su t, per il 2° di A-
K, dunque (2) cade sull’intersezione fra r e t;

e per ubicare (2,3) su te (1,3) su sricorriamo al 1° di A-K applicato ai tre corpi rigidi che
costituiscono la struttura, concludendo che 1’'unico modo per allinearli ¢ quello di far
coincidere (2,3) con (2) e (1,3) con (1).

2)=(23)
5 »
2156
_ ! N
N
AN
AN
AN
\ !
N
7156

166
I 11

Ora che i c.d.i.r. sono ubicati imprimiamo una rotazione oraria 66 in A e valutiamo il relativo
sistema di spostamenti virtuali. A tale scopo si consideri che, mentre le cerniere interne trasmettono
gli spostamenti da un corpo rigido all’altro, il carrello interno trasmette la rotazione e la
componente dello spostamento ortogonale alla retta di scorrimento.

Con il sistema di spostamenti virtuali indicato in figura il lavoro virtuale esterno si scrive

17.34) Lye = f166 + 160 — T2 — T22 = 2156 — T4156
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Il taglio T deve essere in grado di garantire 1’equilibrio meccanico della struttura, quindi per il PLV
esso si ottiene imponendo 1’annullamento del lavoro virtuale 17.34, condizione che porge

1735 T = f/2
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Capitolo 17. Caratteristiche di sollecitazione

In questo capitolo introduco degli enti, con dimensione di sforzo e di momento, in grado di definire
lo stato tensionale della generica sezione della trave. Si tratta di 6 parametri dinamici (3 componenti
di sforzo e tre componenti di momento) i quali prendono il nome di caratteristiche della
sollecitazione. Spesso le caratteristiche della sollecitazione prendono il nome di componenti delle
azioni interne.

17.1. Caratteristiche della sollecitazione, caso generale. Seziono idealmente
una trave in due tronchi (vedi figura). Affinché il tronco A sia in equilibrio, la sollecitazione che il
tronco B esercita su di esso deve equilibrare la sollecitazione esterna agente sul troncoA. SeF ¢ la
risultante della sollecitazione esercitata da B suA, e MG ¢ il momento totale rispetto al baricentro G
della sezione, allora tale sollecitazione ¢ equivalente alla forza F applicata in Ge a una coppia di

/

_
momento M.

F R

H

1l

Se fissiamo una terna(G; x,y, z) tale che 1’asse z sia ortogonale alla sezione in G e gli assi x,y
individuino due direzioni centrali di inerzia della sezione, sul piano della sezione stessa, allora le
componenti della sollecitazione equivalente di cui sopra rispetto questa terna prendono il nome di
caratteristiche della sollecitazione. In particolare si pongono le definizioni seguenti:

(MGx, Mg, : momenti flettenti

17.1) { Mg,: momento t.or.cente.
E, E,: componenti di taglio

F,: componente normale

La simbologia comunemente in uso per le caratteristiche della sollecitazione ¢ poi quella seguente

M, = Mg, My = MGy M, = Mg,

T,2F T,2FE N=2F

17.2)
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17.2. Caratteristiche della sollecitazione per trave piana. Nel caso di travi
piane la sollecitazione ¢ piana e dunque la risultante agente sulla sezione ¢ parallela al piano della
trave, mentre il momento totale risulta ortogonale al
piano della trave. Nel caso di trave piana si adotta il
seguente sistema di riferimento per proiettare la
sollecitazione agente sulla sezione:

e[’asse z lo si prende anche in questo caso ortogonale
alla sezione nel puntoG;

®[’asse y lo si prende giacente sul piano, venendo cosi a
coincidere con una direzione centrale di inerzia della
sezione;per il verso dell’asse y (e quindi quello
dell’assex) si osservano le convenzioni indicate in
figura, dove sono segnati i versi positivi per le
caratteristiche di sollecitazione, cio¢ i versi positivi
degli assi del sistema di riferimento.

Per quanto riguarda la simbologia la 17.2 si adatta al

caso piano nel modo seguente

M 2 Mg,
17.3 ] \
) TaF N=2F

17.3. Equazioni indefinite di equilibrio per trave piana ad asse

qualunque. Consideriamo travi ad asse piano qualunque con sollecitazione distribuita con
continuita lungo 1’asse geometrico e sia

q¢ la componente orizzontale costante del carico distribuito (forza su unita di lunghezza);
pe la componente verticale costante del carico distribuito (forza su unita di lunghezza);
me la coppia distribuita (forza);

se I’ascissa curvilinea fissata sull’asse geometrico;

R(s)¢ il raggio di curvatura dell’asse geometrico in funzione dell’ascissa curvilinea.

Si considerila trave piana ad asse curvilineo indicata in figura, e sia

n =n(s)

17.4) {( = 7(s)

I’equazione parametrica del suo asse geometrico in funzione dell’ascissa curvilinea, rispetto al
sistema di riferimento (Q; 7, {). Allora I’andamento delle caratteristiche di sollecitazione pud essere
espresso in funzione del versore tangente £(s) e del versore normale 7A(s) i quali sono dati da

£(s) = (dn(S) d((S))

ds ds
17.5) as) = (d{(s) _dn(s))
ds ds

Definito il sistema di riferimento (P(s);t,n) i cui assi abbiano orientamento e verso dei versori

t(s),7A(s) rispettivamente, allora la risultante F (s) della sollecitazione agente sulla sezione in
P(s)pud essere scritta attraverso le caratteristiche di sollecitazione T (s), N(s)come
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dg(s) dn(s)

17.6) F(s) = T(s)Ai(s) + N(s)E(s) = T(s) B g;(s) +N(s) d?(ss)

ds ds

T(so)

N(so)

Il versore normale qui introdotto ¢ quello che si ottiene ruotando in senso orario il versore tangente
di /2. In base alla teoria delle curve piane si ha allora che sussistono le relazioni

an(s) _ oy d0S)
= —K(s) -

17.7) { &2
a={(s) _ dn(s)
ds? _K(S) ds

dove la funzione K(s) — detta curvatura — & legata al raggio di curvatura dell’asse geometrico R(s)
dalla relazione

17.8) R(s) = 1/|K(s)|

Dalle 17.7si puo dedurre che la curvatura ¢ negativa nei punti in cui 1’asse geometrico ha concavita
verso il basso, ¢ positiva se la concavita ¢ verso ’alto. Cid posto imponiamo che il tratto di trave sia
in equilibrio meccanico, ovvero imponiamo che sia soddisfatto il sistema della statica. Per
I’equilibrio alla traslazione, proiettando 1’equazione vettoriale sugli assi 17, {, abbiamo

d d d d
1 (sy) K50 ((so) N(so) 77(50)+q( ) +T(s) ((S) L NG) n(s)

dn(so) (O)d“s(’)-p(s-s()) T(s)dn(s)+N()dc(s) .

T(so)

d{(so) dn(so) dg(s) dn(s)
70 ~T(50) 22 = N(50) o2 + (s = 50) + T(s) =2+ N(s) L2 = 0
9) dn(so) dg(so) an(s) ag(s) _
T(so) s N(so) . p(s —s0) = T(s) T N(s) o = 0

dove si ¢ considerato che in s = s, il valore delle caratteristiche di sollecitazione relative alla
faccia che guarda a sinistra, sono ottenute cambiando di segno quelle in 17.6. Per ’equilibrio dei
momenti —valutando il momento totale rispetto all’origine delle ascisse curvilinee — si ha invece
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17.10) =M (so) + [, mds — f pn(s)ds — [ q¢(s)ds + T(s) (—n(s) 212 — ¢(s) £2) 4
N(s) () ZE2 - () 22) + M(s) = 0

dove si & considerato che

F(s) x PO = OP X F(s) =

§1 éz é\3
_|o n(s) {(s)
0 T(s) (()_I_N() () () 7;()+N()d€(5)

S
d
=T(s)< n()M—Z()£>+N()< %D ) m)

Valutando gli integrali curvilinei si ha

17.11) M(s) = M(so) +m(s — 50) = p [ n(0)do = q [}, {(0)do + T(s) (—n(s) o> — ¢(s) 2 +
NGs) (1) 57 = 1) 57) = 0

Derivando in s 1la 17.11si ha

dM d
1) - pn(s) - q((s)+#( 12— B2+
d d d? d?
+T(S)<—< ’ij’) -( if;’) IO “5))+
W) (G HE)_10 I &) K& dnG) | A )
+ 2 (16 B2 = e ) sy (B2 - EOBED ) LD - e D)

Si consideri — per I’ultima parentesi — che

dn(s)d¢(s) dd(s)dn(s) _ foaco
ds ds ds ds n=

dM(s) dn(s) dz()\"\ _
ds _T()<( >+( ds>)_

e considerando che in parentesi si ha il modulo del versore tangente, si ottiene

In s = 54 si ha dunque

dm (s)

17.12) B2 4 m —T(s) = 0

Dividendo ambo i membri per (s — s,) la prima delle 17.9si scrive

dg(s) dq(so) an(s) dn(so)
T(s) =2 — 7(50) £ N - NG T

S_SO S_SO

+q=0

Mandando al limite per (s —sy,) — 0 si ha
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S=Sp S=Sp

e calcolando le derivate

2 2

Sostituendo le 17.7nella 17.13si ha

17.14) (=N (50K (59) + L)) 2000 1 (260) 4 75K (5) ) 22 4 g = 0

Operando analogamente con la seconda delle 17.9si ha

an(so) an(s) agis) ag(so)
T(so)%—m)%+N(s)d—:—Mso)d—?

—p=0=
s —5p S — S p
()41 N(5)35)
1715 d—2as| d% +tp=0
S=Sp S=Sp
Calcolando le derivate abbiamo
2

ds ds

Sostituendovi poi le 17.7si ha

17.17) (422 = N(sp)K (50) ) 222 — (T sp)K () + L) £ 4y =

Dunque le equazioni indefinite dell’equilibrio per una trave piana ad asse qualunque — relative al
punto individuato dal valore s dell’ascissa curvilinea — siscrivono

(£2 - NEK() 22 - (T)K () + B2) LD 1 p = o

ds
17.18) 1 (22 _ (K s ))d“” (TEK(s) + D)D) | g g
dM(s) .
\ "2 tm—T(s) =0

17.4. Equazioni indefinite di equilibrio per trave ad asse rettilineo. Ora
particolarizziamo quanto visto nel precedente paragrafo al caso di trave in cui ’asse geometrico ¢
rettilineo. Con riferimento al precedente paragrafo, si consideri che I’asse geometrico coincida con
I’asse n: allora si ha
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an(s) _ 1
17.19) d?(ss) _, =>K(s)=0
ds

e dunque, sostituendo, nelle 17.18 abbiamo

¢
A
T(0)
o M)
oY 40 N9 N g N g8 g N e,
M(0)
VIS \ 4 V]; \ 4 \ 4
p P
' T(n)
T(m)
[ Srrp=o c
M(n + dn)
N
17.20) { TL4q=0 N N Q ‘
Ide(n)_I_m_T(n):O N R4 n+dn )N+ dn)
dn M(n)
Nel caso del carico concentrato in dp 1T+ dn)

1 indicato in figura, isolando il
concio il cui asse geometrico va da
n an + dn, 'imposizione dell’equilibrio meccanico porge banalmente

N(n+dn)—Nmn)+Q=0
17.21) T+dn) —T@M +P =0
Mm+dn) —Mm)+C+Pdn—T(m)dn =0

17.5.Diagrammi delle caratteristiche di sollecitazione. Nel tracciare i
diagrammi delle caratteristiche di sollecitazione si devono rispettare le seguenti convenzioni:

¢ il diagramma del momento si assume positivo dalla parte delle fibre tese;

® e in una trave la parte delle fibre tese dovesse cambiare si puo fissare un verso positivo dei
momenti — tracciando un tratteggio — erispettare quello per tutta la lunghezza della trave,
anziché seguire la convenzione precedente;

e i diagrammi diN, T si riportano con I’accortezza di porre @ dalla parte positiva, oppure —
nel caso in cui sia fissato con un tratteggio il verso positivo dei momenti — riportando i
valori positivi di N, T dalla parte dei momenti negativi;

Con il seguente esempio dimostro come applicare tutti i concetti introdotti nel presente capitolo al
fine del tracciamento dei diagrammi delle caratteristiche della sollecitazione.
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1) Traccio un tratteggio lungo tutta la struttura, fissando il verso positivo dei momenti, e quello
negativo di N,T. Riporto inoltre dei conci elementari con le convenzioni sui segni delle
caratteristiche della sollecitazione per tutti e tre i tratti rettilinei.

2) Al fine di integrare le 17.20 occorre ricavare le reazioni vincolari, che ne costituiscono le
condizioni al contorno.

f
T
v l l l M
M A 4
D E W, ¢ ] %—»’V
— T pTTTTTTTTImTmossmosssosesooseooooes NN [T
| T
i h | Vp Va r
T — : N , oo

Il sistema della statica porge

Ui, 2026 D6 =0=02)=6 2 O=6 D=

dunque abbiamo un sistema staticamente determinato con una struttura labile, che quindi
evidentemente ¢ bilanciata dalla sollecitazione esterna.

3) Tratto HE.Partendo da H fisso un’asse z; su cui integro le 17.20. Il carico distribuito ¢ nullo,
dunque integrando le prime due delle 17.20 si ha

dT(Zl) — 0 T( _ _
dzy { z1) =T(z, =0)
0

1722 v _ 2 WN(z) = Nz, = 0)

le

Sostituendo nella terza delle 17.20, dove si consideri che la coppia distribuita & nulla, e integrando
si ha

dM(zy)

le

17.23) = 0= M(z,) = M(0)

Considerando poi che la sollecitazione esterna agente in H & nulla, si ha T(0) = N(0) = M(0) =
0.Dunque in definitiva abbiamo trovato

M
T(z;) =0 N < Z H
17.24) { N(z,) = 0 21\ |
M(z,) = 0 1 T

cio¢ 1 diagrammi delle tre caratteristiche di sollecitazione — che riporto in fondo all’analisi, sull’asse
geometrico stesso della struttura — sono identicamente nulli.
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4) Tratto ED. Partendo da E fisso un’asse coordinato z,. Poiché non si ha carico distribuito, ma
solo carico concentrato, si puo usare il 17.21 che porge

T(z)=T(z,=0)—f=T(z,=D—-f=—f
17.25) N(z;,) =N(z,=0)=N(z;,=01)=0
M(zy) =M(z, =0) — fz, + T(2, =Dz, = —M(zy = 1) — fz, = —fz,

In realta possiamo anche integrare le prime due delle 17.20, considerando il carico concentrato nelle
condizioni al contorno. Si ha

arz) _
2z T(2)=T(z,=0)~f =Tz =0)~f=~f
17.26) AN (z,) —0 :>{ N(Zz) = N(Z2 = 0) = N(Zl = l) =0
dz,
‘ f T(Zl = l)
l l
M(z, Y Mz =D
N(Zz):% . \/ > N =0

T(z3) 72

Sostituendo poi la prima delle 17.26 nella terza delle 17.20 si ha

17.27) 2 = 7(2,) = M(2;) = —f2z, + M(z, = 0) = —fz, + M(z, = ) = —fz
2

5) Tratto DC. Partendo da D introduco I’asse coordinato z3. Integrando le prime due del 17.20 con
le condizioni iniziali indicate in figura, si ha

dT(z3z) _
1708 ) @ 0 {T(z3) =T(z3=0)=—N(z, = 20) = 0
' AN(z5) =0 N(z3) =N(z3=0)=T(z, =21) = —f
dzs

M(z, = 21) b\T(Zz =20
D 1. N(z,=2])

- T(z3)

AN M(z3)
y z

\

N(z3)

Sostituendo la seconda delle 17.28 nella terza delle 17.20 si ha

3

dM(z3)
dZ3

17.29)

=T(z3) =0=> M(z3) = M(z3 =0) = M(z, = 21) = —2fI1
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6) Tratto CA. Partendo da C introduco 1’asse coordinato z,. Le prime due delle 17.20 vanno
integrate con le condizioni iniziali indicate in figura, dunque si ha

ar(zs) _
azy 0 {T(z@ = T(z4=0)=-N(z3=h) = f
0

1730) dN(z,) _ N(Z4) = N(Z4 = O) = T(Z3 = h) =0

dZ4_

N(zz = h) TT(Z4) Z
« - | N NGz
T(z3 = h)\!C
M(zs = h) M(z,)

Sostituendo la prima delle 17.30 nelle terza delle 17.20 e integrando si ha

AM(z,4)
dZ4,

17.31) =T(zy)=f=2M(2y) = f2, +M(2, =0) = fz, + M(23 = h) = f(z, — 21)

7) La determinazione dell’andamento delle caratteristiche di sollecitazione lungo la struttura ¢ cosi
completato e le funzioni ottenute possono essere riportate sull’asse geometrico della struttura,
secondo le convenzioni indicate nel presente paragrafo. Per chiarezza le tre caratteristiche si
riportano separatamente, prima N poi T, in fine M.

D E H D E H
|
=c=N0) @
C A ¢ A
ﬁ\ f %
21f
E H
D
==
¢ A
21f
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17.6. Diagramma parabolico del momento. La terza delle 17.20 ci dice che se il
taglio ha andamento lineare, allora il momento ha andamento parabolico. Il tracciamento allora del
diagramma del momento allora non ¢ cosi immediato come nel caso in cui esso abbia andamento
lineare (vedi esempio precedente) e torna allora utile illustrare un metodo pratico per disegnare la
parabola del momento.

Per introdurre questo metodo consideriamo la trave a mensola AB sottoposta a un carico verticale
uniforme.

.

Con le posizioni fatte in figura per I’asse coordinato e per i segni delle caratteristiche di
sollecitazione, I’equilibrio meccanico alla traslazione del concio di lunghezza z a partire
dall’estremo A, porge per il taglio

1732) qz+T(z) =0=>T(z) = —qz

mentre la componente normale ¢ banalmente nulla; sostituendo poi la 17.32 nella terza delle 17.20
abbiamo

17.33) 2D = 7(2) = ~qz 5 M(2) = ~ 22 + M(z = 0) = — 22
.______“ﬁ ql
v —_—
L
//
H ] a4,
r 2
®) M
|
A c B

1/2

Tenendo presente la terza delle 17.20la costruzione della parabola del momento flettente segue il
procedimento seguente:
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1) si tracciano le due tangenti alle estremita A, B della trave, la cui inclinazione ¢ fornita dai
valori del taglio alle estremita stesse;

2) dall’intersezione C delle tangenti si traccia una linea verticale v che intercetta la retta r in H;

3) il punto medio M di CH ¢ punto della parabola, che vi passa con tangente parallela ad r.

Questo procedimento fornisce tre punti della parabola e le rispettive tangenti, permettendo un suo
tracciamento qualitativo.

17.7. Caratteristiche della sollecitazione e PLV. Nel caso in cui si richieda una
delle caratteristiche della sollecitazione esclusivamente in un punto di una struttura pu0 essere
conveniente ricorrere al procedimento illustrato nei capitoli 15 e 16, ovvero al PLV. In particolare
volendo calcolare una caratteristica di sollecitazione in Ssi segue questo algoritmo:

1) si sostituisce in S I'incastro interno con un vincolo doppio che lasci libero solo il grado di
liberta su cui agisce la caratteristica interna richiesta;

2) siintroduce la caratteristica interna richiesta come sollecitazione esterna incognita;

3) si imprime un opportuno sistema di spostamenti virtuali, valutandolo col metodo delle
catene cinematiche, e si calcola il relativo lavoro virtuale;

4) imponendo che il lavoro virtuale sia nullo si ha una equazione avente come unica incognita
la caratteristica interna richiesta.

Il sistema che si ottiene con il punto due dovrebbe essere un sistema con struttura labile, che possa
pero essere bilanciato dalla sollecitazione esterna. Per esemplificare tutto cio si consideri il sistema
piano indicato in figura, e si voglia ricavare il taglioin S.

f
v(C
T
// \\ M
’/’ \\\ II
| [T
f .o/~ SN\E
:' | T
i iR
l ! [
i II 1!
Al 2v AP

.

Si noti anzitutto che per i nostri scopi non ¢ richiesto il calcolo delle reazioni vincolari, infatti esse
sono a lavoro nullo, e dunque non concorrono nella determinazione della espressione del lavoro
virtuale. Si procede allora a ‘tagliare’ in S la struttura, a inserire ivi un carrello a scorrimento
orizzontale, e una forza esterna orizzontale T con verso concorde a quello del positivo del taglio. Si
procede quindi con il metodo delle catene cinematiche per ricavare i c.d.i.r. e quindi il sistema di
spostamenti virtuali. Per i c.d.i.r. si osserva che
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(1) coincide con il centro A della cerniera;

(1,2) coincide con il centro della cerniera in C;

(2) si trova sulla retta r per (1) e (1,2) in base al secondo teorema di Aronhold-Kennedy;
(3) coincide con il centro B della cerniera;

(1,3) deve trovarsi sulla retta s per il 2° di A-K applicato a I, I11;

(2,3) deve trovarsi sulla retta t per via del tipo di vincolo che li congiunge;

poiché (3) e (2,3) si trovano entrambi su t, segue che anche (2) si trova su t, per il 2° di A-
K, dunque (2) cade sull’intersezione fra r e t;

e per ubicare (2,3) su te (1,3) su sricorriamo al 1° di A-K applicato ai tre corpi rigidi che
costituiscono la struttura, concludendo che 1’'unico modo per allinearli ¢ quello di far
coincidere (2,3) con (2) e (1,3) con (1).
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Ora che i c.d.i.r. sono ubicati imprimiamo una rotazione oraria 66 in A e valutiamo il relativo
sistema di spostamenti virtuali. A tale scopo si consideri che, mentre le cerniere interne trasmettono
gli spostamenti da un corpo rigido all’altro, il carrello interno trasmette la rotazione e la
componente dello spostamento ortogonale alla retta di scorrimento.

Con il sistema di spostamenti virtuali indicato in figura il lavoro virtuale esterno si scrive

17.34) Lye = f166 + 160 — T2 — T22 = 2156 — T4156
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Il taglio T deve essere in grado di garantire 1’equilibrio meccanico della struttura, quindi per il PLV
esso si ottiene imponendo 1’annullamento del lavoro virtuale 17.34, condizione che porge

1735 T = f/2
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Capitolo 18. Curva delle pressioni

18.1.Curva delle pressioni per carichi concentrati. Si consideri la trave piana
AB rappresentata in figura. Trattasi di trave una volta iperstatica per la quale immaginiamo di avere
ricavato le reazioni vincolari esterne attraverso I’analisi delle deformazioni (vedi in merito i
successivi capitoli). Costruiamo allora il poligono delle forze secondo il procedimento seguente:

¢ climiniamo le coppie concentrate attraverso le operazioni elementari che garantiscono di ottenere
sollecitazioni equivalenti: nel caso in oggetto ad esempio applico sulla sezione estrema in B una
coppia di forze di intensitaRg e di braccio Mg/Rp; questa operazione ¢ necessaria per ottenere il
poligono delle forze;

e partendo da un estremo della struttura (diciamo da A) disegno la prima forza, poi disegno la
seconda forza che incontro lungo la struttura, spiccandola dall’estremo libero della prima forza;
quindi disegno la terza forza spiccandola dall’estremo libero della seconda, e cosi di seguito; al
termine di questa operazione si deve ottenere che 1’estremo libero dell’ultima forza disegnata
coincida con il punto di applicazione della prima: se cosi non fosse la sollecitazione agente sulla
struttura non avrebbe risultante nulla e la struttura non si troverebbe in condizione di equilibrio
meccanico.

Costruito il poligono delle forze si puo passare alla costruzione della curva delle pressioni il cui
pregnante significato fisico sara discusso piu oltre. Si procede come segue:

¢ si fissa nell’origine del primo vettore — disegnatonella costruzione del poligono delle forze (nel
nostro caso R,) — ilpunto P, detto polo;
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e dal polo si tracciano i segmenti che congiungono lo stesso agli estremi liberi di tutti i vettori che
costituiscono la poligonale, ovvero che congiungono il polo con tutti i vertici della poligonale;
questi segmenti sono detti raggi;

e dall’estremo A della struttura traccio un segmento parallelo al raggio PQ4 fino a intercettare la
retta d’azione della forza Fq; da tale punto di intersezione traccio un segmento parallelo al raggio
P Q- fino a intercettare la retta d’azione della forza F,; e cosi di seguito fino a tracciare il segmento
parallelo al raggio PQs.

Ebbene la poligonale ottenuta (in figura ¢ riportata con un tratteggio) prende il nome di curva delle
pressioni della struttura data.

Si accenna qui al fatto che la curva delle pressioni di una struttura & una delle sue infinite curve
funicolari, ¢ cio¢ una particolare curva funicolare della struttura stessa. Per la definizione di curva
funicolare si rimanda al testo E. Viola, Esercitazioni di Scienza delle costruzioni volume 1.

18.2. Significato fisico della curva delle pressioni. Consideriamo la sezione S
indicata in figura, della trave in esame. Tracciamo da S la perpendicolare alla curva delle pressioni.
Allora si ha che:

(R4 + F1)d

¢ ]a tangente alla curva delle pressioni nel punto che intercettiamo fornisce la retta di azione della
forza che agisce sulla faccia sinistra della sezione S;

¢ Ja distanzad del punto che intercettiamo dalla sezione S fornisce il braccio della coppia agente
sulla faccia sinistra della sezione;
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¢ I’intensita della forza agente sulla sezione e della coppia di braccio d ¢ fornita dal raggio PQ, del
poligono delle forze.

18.3. Curva delle pressioni per carichi distribuiti. Nel caso in cui il carico sia
distribuito con continuita il procedimento per il tracciamento della curva delle pressioni non
cambia, ma anziché ottenere una spezzata si ottiene una curva continua, la cui equazione ¢ legata in
modo semplice alla funzione che descrive la distribuzione del carico, come vado a dimostrare.

y

q(x) f BQ(f)df a

XA

La distribuzione del carico agente sulla trave piana AB (ad asse curvilineo generico) sia descritta
dalla funzione q = q(x) allora la costruzione del triangolo delle forze & quella indicata in figura. In
base al procedimento di costruzione della curva delle pressioni descritto per carichi concentrati si
capisce come il raggio PS definisca la direzione della tangente alla curva delle pressioni nel punto
di ascissa x (oltre ad avere lunghezza pari alla forza agente sulla sezione della trave di ascissa x).
Allora detta p = p(x) ’equazione della curva delle pressioni deve sussistere la relazione

18.1) —tan(8(x)) = L2
D’altra parte considerando il triangolo delle forze si ha pure

F4 cos a—foxq(f)df
Fypsina

18.2) tan(0(x)) =
Sostituendo allora la 18.2 nella 18.1 e derivando in x si ha
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dp(r) __Facosa—[ja@®ds _
dx F,sina

d*p(x) _ 9™
dx? Fysina

18.3)

In particolare dunque se la distribuzione ¢ costante si ottiene una parabola, se ¢ lineare si ottiene un
polinomio di terzo grado.

18.4. Esempi. Come primo esempio consideriamo un caso di carichi concentrati, € in
particolare si riprenda il sistema discusso nel paragrafo 17.5: ad analisi delle reazioni vincolari
compiuta la sollecitazione esterna agente sulla struttura piana ¢ costituita dalle due forze verticali
indicate in figura. La costruzione del poligono delle forze ¢ dunque molto semplice, e partendo da
H fornisce il poligono indicato a destra.
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Tracciando la curva delle pressioni secondo il procedimento indicato nel paragrafo 18.1 si ottiene
che essa ¢ rappresentata dalla spezzata HEA. Vediamo ora come utilizzala al fine del calcolo delle
caratteristiche di sollecitazione.

Tratto HE. La curva delle pressioni coincide con 1’asse geometrico della struttura, dunque il valore
del momento flettente ¢ nullo; inoltre il segmento PQ; ha lunghezza nulla ¢ quindi anche le altre
due caratteristiche di sollecitazione sono nulle.

f
: M
D L X :N H
R l/ """"""" P=Q
h i Z, Tl flIf
EL P 0
________________________TA
C
f
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Tratto ED. Fissando un asse coordinato z, come in figura si ha che il momento flettente nel punto
scorrevole V ¢ la coppia di braccio z e forza f; I’intensita del taglio poi ¢ data dalla lunghezza del
segmento PQ,. Considerando poi le convenzioni adottate per i segni delle caratteristiche di

sollecitazione, si ha

18.4) {M - ;;ZZ

Tratto DC. In questo caso la distanza del punto
considerato dalla curva delle pressioni ¢
invariabilmente 21, dunque il momento flettente ¢
una coppia di braccio costante 2[, ma anche di
forza costante f, non essendovi nuovi contributi
alla sollecitazione esterna; analogamente ¢
costante la componente normale e nulla quella di
taglio. Dunque, con le convenzioni di segno
adottate si ha

M = —2fl
18.5) { T=0

N=—f

SN\,
y
|

Tratto CA. Introdotto 1’asse coordinato z, indicato in figura la distanza fra la sezione mobile e la
curva delle pressioni ¢ data da 2] — z, mentre il valore della forza agente sulla sezione stessa ¢

ancora f, ed essa ¢ tutta di taglio. In base alle
convenzioni sui segni introdotte si ha allora

M=—-fQ2l—2z,)
18.6) { T=-—f
N=0
Si osservi che in questa analisi ho adottato per
le caratteristiche di sollecitazione delle
convenzioni di segno difformi da quelle usate
nell’analisi fatta nel paragrafo 17.5.
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Capitolo 18. Curva delle pressioni

18.1.Curva delle pressioni per carichi concentrati. Si consideri la trave piana
AB rappresentata in figura. Trattasi di trave una volta iperstatica per la quale immaginiamo di avere
ricavato le reazioni vincolari esterne attraverso I’analisi delle deformazioni (vedi in merito i
successivi capitoli). Costruiamo allora il poligono delle forze secondo il procedimento seguente:

¢ climiniamo le coppie concentrate attraverso le operazioni elementari che garantiscono di ottenere
sollecitazioni equivalenti: nel caso in oggetto ad esempio applico sulla sezione estrema in B una
coppia di forze di intensitaRg e di braccio Mg/Rp; questa operazione ¢ necessaria per ottenere il
poligono delle forze;

e partendo da un estremo della struttura (diciamo da A) disegno la prima forza, poi disegno la
seconda forza che incontro lungo la struttura, spiccandola dall’estremo libero della prima forza;
quindi disegno la terza forza spiccandola dall’estremo libero della seconda, e cosi di seguito; al
termine di questa operazione si deve ottenere che 1’estremo libero dell’ultima forza disegnata
coincida con il punto di applicazione della prima: se cosi non fosse la sollecitazione agente sulla
struttura non avrebbe risultante nulla e la struttura non si troverebbe in condizione di equilibrio
meccanico.

Costruito il poligono delle forze si puo passare alla costruzione della curva delle pressioni il cui
pregnante significato fisico sara discusso piu oltre. Si procede come segue:

¢ si fissa nell’origine del primo vettore — disegnatonella costruzione del poligono delle forze (nel
nostro caso R,) — ilpunto P, detto polo;
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e dal polo si tracciano i segmenti che congiungono lo stesso agli estremi liberi di tutti i vettori che
costituiscono la poligonale, ovvero che congiungono il polo con tutti i vertici della poligonale;
questi segmenti sono detti raggi;

e dall’estremo A della struttura traccio un segmento parallelo al raggio PQ4 fino a intercettare la
retta d’azione della forza Fq; da tale punto di intersezione traccio un segmento parallelo al raggio
P Q- fino a intercettare la retta d’azione della forza F,; e cosi di seguito fino a tracciare il segmento
parallelo al raggio PQs.

Ebbene la poligonale ottenuta (in figura ¢ riportata con un tratteggio) prende il nome di curva delle
pressioni della struttura data.

Si accenna qui al fatto che la curva delle pressioni di una struttura & una delle sue infinite curve
funicolari, ¢ cio¢ una particolare curva funicolare della struttura stessa. Per la definizione di curva
funicolare si rimanda al testo E. Viola, Esercitazioni di Scienza delle costruzioni volume 1.

18.2. Significato fisico della curva delle pressioni. Consideriamo la sezione S
indicata in figura, della trave in esame. Tracciamo da S la perpendicolare alla curva delle pressioni.
Allora si ha che:

(R4 + F1)d

¢ ]a tangente alla curva delle pressioni nel punto che intercettiamo fornisce la retta di azione della
forza che agisce sulla faccia sinistra della sezione S;

¢ Ja distanzad del punto che intercettiamo dalla sezione S fornisce il braccio della coppia agente
sulla faccia sinistra della sezione;
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¢ I’intensita della forza agente sulla sezione e della coppia di braccio d ¢ fornita dal raggio PQ, del
poligono delle forze.

18.3. Curva delle pressioni per carichi distribuiti. Nel caso in cui il carico sia
distribuito con continuita il procedimento per il tracciamento della curva delle pressioni non
cambia, ma anziché ottenere una spezzata si ottiene una curva continua, la cui equazione ¢ legata in
modo semplice alla funzione che descrive la distribuzione del carico, come vado a dimostrare.

y

q(x) f BQ(f)df a

XA

La distribuzione del carico agente sulla trave piana AB (ad asse curvilineo generico) sia descritta
dalla funzione q = q(x) allora la costruzione del triangolo delle forze & quella indicata in figura. In
base al procedimento di costruzione della curva delle pressioni descritto per carichi concentrati si
capisce come il raggio PS definisca la direzione della tangente alla curva delle pressioni nel punto
di ascissa x (oltre ad avere lunghezza pari alla forza agente sulla sezione della trave di ascissa x).
Allora detta p = p(x) ’equazione della curva delle pressioni deve sussistere la relazione

18.1) —tan(8(x)) = L2
D’altra parte considerando il triangolo delle forze si ha pure

F4 cos a—foxq(f)df
Fypsina

18.2) tan(0(x)) =
Sostituendo allora la 18.2 nella 18.1 e derivando in x si ha
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18.3)

In particolare dunque se la distribuzione ¢ costante si ottiene una parabola, se ¢ lineare si ottiene un
polinomio di terzo grado.

18.4. Esempi. Come primo esempio consideriamo un caso di carichi concentrati, € in
particolare si riprenda il sistema discusso nel paragrafo 17.5: ad analisi delle reazioni vincolari
compiuta la sollecitazione esterna agente sulla struttura piana ¢ costituita dalle due forze verticali
indicate in figura. La costruzione del poligono delle forze ¢ dunque molto semplice, e partendo da
H fornisce il poligono indicato a destra.
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Tracciando la curva delle pressioni secondo il procedimento indicato nel paragrafo 18.1 si ottiene
che essa ¢ rappresentata dalla spezzata HEA. Vediamo ora come utilizzala al fine del calcolo delle
caratteristiche di sollecitazione.

Tratto HE. La curva delle pressioni coincide con 1’asse geometrico della struttura, dunque il valore
del momento flettente ¢ nullo; inoltre il segmento PQ; ha lunghezza nulla ¢ quindi anche le altre
due caratteristiche di sollecitazione sono nulle.
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Tratto ED. Fissando un asse coordinato z, come in figura si ha che il momento flettente nel punto
scorrevole V ¢ la coppia di braccio z e forza f; I’intensita del taglio poi ¢ data dalla lunghezza del
segmento PQ,. Considerando poi le convenzioni adottate per i segni delle caratteristiche di

sollecitazione, si ha

18.4) {M - ;;ZZ

Tratto DC. In questo caso la distanza del punto
considerato dalla curva delle pressioni ¢
invariabilmente 21, dunque il momento flettente ¢
una coppia di braccio costante 2[, ma anche di
forza costante f, non essendovi nuovi contributi
alla sollecitazione esterna; analogamente ¢
costante la componente normale e nulla quella di
taglio. Dunque, con le convenzioni di segno
adottate si ha
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Tratto CA. Introdotto 1’asse coordinato z, indicato in figura la distanza fra la sezione mobile e la
curva delle pressioni ¢ data da 2] — z, mentre il valore della forza agente sulla sezione stessa ¢

ancora f, ed essa ¢ tutta di taglio. In base alle
convenzioni sui segni introdotte si ha allora

M=—-fQ2l—2z,)
18.6) { T=-—f
N=0
Si osservi che in questa analisi ho adottato per
le caratteristiche di sollecitazione delle
convenzioni di segno difformi da quelle usate
nell’analisi fatta nel paragrafo 17.5.
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Capitolo 19. Strutture reticolari piane isostatiche

19.1. Strutture reticolari piane. Si tratta di strutture costituite esclusivamente da aste,
collegate fra loro da cerniere. Possiamo studiare questi sistemi considerandoli come un insieme di
tanti punti materiali quante sono le cerniere e di tanti pendoli quante sono le aste. Allora se indico

n: numero di nodi
e p: numero di pendoli ovvero numero di aste
e p,: gradi di vincolo imposti dai vincoli esterni

si trova che i gradi di liberta della struttura e i gradi di vincolo complessivamente imposti alla
struttura reticolare piana sono dati rispettivamente da

g =2n
19.1) {v —p+u,
Pertanto se 1 vincoli esterni sono ben posti, allora la condizione 2n = p + v, garantisce che il
sistema 19.1 ammetta una ed una sola soluzione per qualunque sollecitazione attiva. Se si considera
ad esempio la struttura reticolare in figura si ha

n=>7

19.2) { p =11 :{
v,=ce+ca=3

g=2n=14
v=p+v, =14

Dunque la struttura raggiunge 1’equilibrio meccanico qualunque sia la sollecitazione attiva e le
reazioni vincolari possono essere ricavate univocamente.

| : |

ax t

Alla stessa conclusione si sarebbe pervenuti considerando il sistema come un insieme di 11 aste
vincolate da 5 cerniere interne e da due vincoli esterni multipli. Infatti in questo caso i gradi di
liberta sarebbero g =3:11=33 mentre i gradi di vincolo, procedendo cerniera per cerniera
(secondo 1’ordine imposto dalle lettere) e seguendo le considerazioni esposte nel paragrafo 14.4,
sono dati da
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v=(ce+ce(2—1))+ce(3—1)+ce(d—1)+ce(d—1)+ce(d4—1)+ce(3-1)+ (ca+ce(2-1))=
=(242)+4+6+6+6+4+(1+2)=8+18+7=33

Cio che interessa in queste strutture, oltre alle reazioni dei vincoli esterni, sono le reazioni dei
pendoli, ovvero le forze che attraversano le aste. Per ricavarle si puo procedere in uno dei seguenti
due modi.

19.2. Metodo dei nodi. 11 metodo procede secondo il seguente algoritmo:

® i ricavano le reazioni vincolari esterne imponendo 1’equilibrio dell’insieme come corpo
rigido;

® i cerca un nodo in cui convergano solo due pendoli in modo da avere come incognite solo 1
moduli e i1 versi delle reazioni vincolari dei pendoli stessi (la reazione vincolare di un
pendolo ha direzione parallela al pendolo stesso); si impone allora 1’equilibrio meccanico
alla traslazione per il nodo (due equazioni) e si ricavano le incognite;

e i cerca un nodo collegato a quello precedente e collegato con soli altri due nodi; imponendo
I’equilibrio meccanico per esso si ha ancora un sistema di due equazioni in due incognite;

® i procede cosi fino alla determinazione di tutte
le razioni vincolari dei pendoli.

Considerando la struttura in figura il primo passo

dell’algoritmo porge N 1
R,=0 Ry =0 ! o
2 1
19.3) R1+R2=F1J;F2 = R1=§F1+EF2 N2
= = A 2
3/R, €Fl+2€F2 R2=%FI+§FZ <

Per quanto riguarda il secondo passo possiamo ad T
R
1

esempio  considerare il  nodo A;  definiti
arbitrariamente i versi positivi delle reazioni vincolari <
dei pendoli (vedi figura), abbiamo il sistema B 4
a N,
N = R 1 7 3
N,cosa+N, =0 g
o9 { }v i 12€ 0" Smg R,/
—N,;sina+R, = 5 5 / \
N = — = —
> tana  2h N, N
dove a = arctan(ﬁhzj . A questo punto si passa al nodo B ottenendo il sistema
Nlcosg—N3cos§:O N, =N,

B

__ B
lein3+N3sin§+N4:0 N, = 2lem2
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Considerando poi che =7 —2a abbiamo

N,=N,
19.5)
N,=-2N,cosc

Mettendo dunque insieme le 19.3, 19.4, 19.5abbiamo sin qui trovato

N, = .1 (1E+§F2j
sina\ 3 6
R, =0
© sz—i 1E+§FZ
2 1 2h\3 6 h
R =—F +-F, o = arctan| —
3 6 1 (1 5
1 5 Ny =— §F1+gF2
3° 6 E(l 5 j
N,=——|-F+-F,
h\3 6

Si vede dunque che procedendo cosi si puo arrivare a ricavare tutte le reazioni incognite ...

19.3. Metodo delle sezioni.Questo metodo prevede di ‘tagliare’ la travatura fino a
dividerla in due parti, di eliminare una delle due parti della struttura e di imporre 1’equilibrio
meccanico alla parte restante (riguardata come corpo rigido), preferibilmente imponendo
I’annullamento dei momenti rispetto a tre poli (si ottengono in genere calcoli piu agevoli).

Rispetto all’altro metodo questo risulta preferibile nel caso in cui si sia interessati solo alle reazioni
vincolari di alcuni pendoli; in questo caso infatti bastera tagliare in corrispondenza di suddetti
pendoli.

Supponiamo di essere interessati per esempio alle reazioni dei pendoli 6,7,8 della struttura in figura.
Allora possiamo tagliare passando per questi lati ottenendo due meta. Prendendo la meta sinistra e
imponendo I’annullamento dei momenti rispetto al polo D ottengo N :
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N6h+Fl£—RI%=O:>N6 =—Fl£+R1%
2 12 2h ' 2h

Sempre per la meta sinistra I’annullamento del momento totale rispetto al polo E fornisce Ny :

~ Ngh+ F(—R2(=0= N, =E£—Rl%

Per ricavare N, si pud invece imporre 1’annullamento del momento totale rispetto al punto
improprio di convergenza dei lati 2 e 4. Si ha

_Fl+R1

_N7COS£_F1+R1:OZ>N7: 5
2 sina

Naturalmente si puo iterare il procedimento per ricavare le reazioni di tutti e 11 i pendoli.
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Capitolo 19. Strutture reticolari piane isostatiche
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Pertanto se 1 vincoli esterni sono ben posti, allora la condizione 2n = p + v, garantisce che il
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Dunque la struttura raggiunge 1’equilibrio meccanico qualunque sia la sollecitazione attiva e le
reazioni vincolari possono essere ricavate univocamente.

| : |

ax t

Alla stessa conclusione si sarebbe pervenuti considerando il sistema come un insieme di 11 aste
vincolate da 5 cerniere interne e da due vincoli esterni multipli. Infatti in questo caso i gradi di
liberta sarebbero g =3:11=33 mentre i gradi di vincolo, procedendo cerniera per cerniera
(secondo 1’ordine imposto dalle lettere) e seguendo le considerazioni esposte nel paragrafo 14.4,
sono dati da
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v=(ce+ce(2—1))+ce(3—1)+ce(d—1)+ce(d—1)+ce(d4—1)+ce(3-1)+ (ca+ce(2-1))=
=(242)+4+6+6+6+4+(1+2)=8+18+7=33

Cio che interessa in queste strutture, oltre alle reazioni dei vincoli esterni, sono le reazioni dei
pendoli, ovvero le forze che attraversano le aste. Per ricavarle si puo procedere in uno dei seguenti
due modi.

19.2. Metodo dei nodi. 11 metodo procede secondo il seguente algoritmo:

® i ricavano le reazioni vincolari esterne imponendo 1’equilibrio dell’insieme come corpo
rigido;

® i cerca un nodo in cui convergano solo due pendoli in modo da avere come incognite solo 1
moduli e i1 versi delle reazioni vincolari dei pendoli stessi (la reazione vincolare di un
pendolo ha direzione parallela al pendolo stesso); si impone allora 1’equilibrio meccanico
alla traslazione per il nodo (due equazioni) e si ricavano le incognite;

e i cerca un nodo collegato a quello precedente e collegato con soli altri due nodi; imponendo
I’equilibrio meccanico per esso si ha ancora un sistema di due equazioni in due incognite;

® i procede cosi fino alla determinazione di tutte
le razioni vincolari dei pendoli.

Considerando la struttura in figura il primo passo

dell’algoritmo porge N 1
R,=0 Ry =0 ! o
2 1
19.3) R1+R2=F1J;F2 = R1=§F1+EF2 N2
= = A 2
3/R, €Fl+2€F2 R2=%FI+§FZ <

Per quanto riguarda il secondo passo possiamo ad T
R
1

esempio  considerare il  nodo A;  definiti
arbitrariamente i versi positivi delle reazioni vincolari <
dei pendoli (vedi figura), abbiamo il sistema B 4
a N,
N = R 1 7 3
N,cosa+N, =0 g
o9 { }v i 12€ 0" Smg R,/
—N,;sina+R, = 5 5 / \
N = — = —
> tana  2h N, N
dove a = arctan(ﬁhzj . A questo punto si passa al nodo B ottenendo il sistema
Nlcosg—N3cos§:O N, =N,

B

__ B
lein3+N3sin§+N4:0 N, = 2lem2
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Considerando poi che =7 —2a abbiamo

N,=N,
19.5)
N,=-2N,cosc

Mettendo dunque insieme le 19.3, 19.4, 19.5abbiamo sin qui trovato

N, = .1 (1E+§F2j
sina\ 3 6
R, =0
© sz—i 1E+§FZ
2 1 2h\3 6 h
R =—F +-F, o = arctan| —
3 6 1 (1 5
1 5 Ny =— §F1+gF2
3° 6 E(l 5 j
N,=——|-F+-F,
h\3 6

Si vede dunque che procedendo cosi si puo arrivare a ricavare tutte le reazioni incognite ...

19.3. Metodo delle sezioni.Questo metodo prevede di ‘tagliare’ la travatura fino a
dividerla in due parti, di eliminare una delle due parti della struttura e di imporre 1’equilibrio
meccanico alla parte restante (riguardata come corpo rigido), preferibilmente imponendo
I’annullamento dei momenti rispetto a tre poli (si ottengono in genere calcoli piu agevoli).

Rispetto all’altro metodo questo risulta preferibile nel caso in cui si sia interessati solo alle reazioni
vincolari di alcuni pendoli; in questo caso infatti bastera tagliare in corrispondenza di suddetti
pendoli.

Supponiamo di essere interessati per esempio alle reazioni dei pendoli 6,7,8 della struttura in figura.
Allora possiamo tagliare passando per questi lati ottenendo due meta. Prendendo la meta sinistra e
imponendo I’annullamento dei momenti rispetto al polo D ottengo N :
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N6h+Fl£—RI%=O:>N6 =—Fl£+R1%
2 12 2h ' 2h

Sempre per la meta sinistra I’annullamento del momento totale rispetto al polo E fornisce Ny :

~ Ngh+ F(—R2(=0= N, =E£—Rl%

Per ricavare N, si pud invece imporre 1’annullamento del momento totale rispetto al punto
improprio di convergenza dei lati 2 e 4. Si ha

_Fl+R1

_N7COS£_F1+R1:OZ>N7: 5
2 sina

Naturalmente si puo iterare il procedimento per ricavare le reazioni di tutti e 11 i pendoli.
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Capitolo 20. Linea termoelastica

20.1. Introduzione.ln questo capitolo studiamo il legame fra la deformazione di una trave
elastica ad asse rettilineo e la causa della deformazione, ovvero le tensioni interne e i gradienti
termici. Questa analisi porta alla definizione dell’equazione dell’asse geometrico deformato, ovvero
di quella che viene detta linea termoelastica. Inizialmente ricavo questa equazione sviluppando ex
novo un’analisi indipendente da quanto visto nei capitoli sulla teoria del solido elastico; nel capitolo
successivo dimostro come allo stesso risultato si possa pervenire adattando alla trave ad asse
rettilineo la teoria del cilindro di Saint-Venant.

20.2. Spostamenti.Consideriamo una trave ad asse rettilineo coincidente con il segmento
[0,1] dell’asse z, e ammettiamo che le deformazioni avvenganonel piano yz, se si assume che la
sollecitazione sia piana, di piano yz. A seguito della deformazione i punti della trave sono soggetti
a un campo di spostamenti le cui componenti lungo gli assi yz sono

v=v(z)
20.1) {W = w(z)
V(Z)f-mmmm s \- .
: ;
w(z) | p\ l
@(z)
y v S

mentre la sezione in zruota di un’anomalia ¢(z), assunta positiva se antioraria, essendo la retta s la
traccia della sezione sul piano yz.Le tre funzioni introdotte descrivono completamente lo
spostamento della trave, mentre per avere una descrizione puntuale della deformazione della stessa
si ricorre alle derivate di esse.

20.3. Deformazioni.Definisco dilatazione la funzione

__adw(z)

20.2) &(z) = —

Si introducono poi la rettat — tangente all’asse geometrico — la retta p perpendicolare a t, e la retta s
la quale ¢ la traccia della sezione sul piano yz. Si individuano cosi I’anomalia ¢(z), definita dalla
condizione

dv(z)
dz

20.3) tan¢(z) = —
e I’angolo 0(z) tra s e t. Si definisce allora lo scorrimento angolare
204) y(2) =7 - 0(2) = ¢(2) - ¢(2)

Considerando la 20.3 si approssima 1’angolo ¢ (z) con la sua tangente, ponendo
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dv(z)
dz

20.5) y(2) =tan¢(2) — ¢(2) = ————¢(2)

dove si intende che le anomalie ¢(z),@(z),y(z) hanno verso positivo antiorario. Si definisce
incurvamento dell’asse la derivata dell’angolo di rotazione della sezione:

d
20.6) x(z) =22

Ricapitolando abbiamo le equazioni di compatibilita cinematica

e(z) = —d‘gz)

20.7) 1y(@) =~ ¢

do(2)
L @ ="

20.4. Elasticita lineare.si parla di elasticita lineare per il materiale che costituisce la trave
nel caso in cui siano definite le tre funzioni di rigidezza A(z), C(z), B(z) tali che risulti

N(z) = A(z2)en(2)
20.8) T(z) =C(2)y(z2)
M(z) = B(z) xu(2)

In particolare

e A(2) ¢ larigidezza assiale, con dimensione di forza;
e ((z) ¢ larigidezza al taglio, con dimensione di forza;
e B(z) ¢larigidezza alla flessione, con dimensione di forza per lunghezza la quadrato.

Il pedice in &y, ) sta a specificare che queste deformazioni sono quelle dovute alle caratteristiche
di sollecitazione N(z), M(z) rispettivamente; cid per distinguerle dalle analoghe deformazioni di
origine termica (trattate in seguito) le quali — se presenti non verificano le 20.8.

20.5. Deformazioni termiche. Consideriamo il caso in cui vi sia un gradiente termico

T

—AT

y +AT
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lungo la direzione y. Il suo effetto sara quello di produrre una dilatazione termica, da sommare alla
20.2, e un incurvamento termico dell’asse, da sommare alla 20.6. Per la definizione analitica di
queste due funzioni si consideri nella sezione z un campo termico come quello definito in figura, il
quale vari linearmente dal valore T, al valore T;. Esso pu0 essere considerato la somma di un
campo termico costante di valore T e di un campo termico che vari linearmente da —AT a +AT,
dove sia

T = To;T1
20.9) Ti-Tp

AT =
2

La componente costante del campo termico € responsabile di una dilatazione termica
20.10) e7(2) = aT(2)

proporzionale a T secondo la costante di dilatazione termica «, legata al tipo di materiale e — a
rigore — dipendenteanch’essa dal valore di z. La componente linearmente variabile del campo
termico ¢ responsabile di un incurvamento termico

2aAT(z)
h

20.11) yr(2) =

il cui significato ¢ quello di derivata dell’angolo di rotazione della sezione per cause termiche — che
indichiamo 07 — rispetto z; infatti si ha

2alAT(z) dO; 2aAT(z)
dz = =
h dz h

Or =tan Oy =

Se &, y indicano la dilatazione e I’incurvamento complessivo (termici e meccanici) allora si ha

£(z) = eu(2) + &r(2)

mm&@=m@+m@

Sostituendo poi le 20.12 nella 20.8 abbiamo le equazioni costitutive termoelastiche lineari:

(L2 ~
NG = A@) (@) — e7(2)) | 4@ ;“(;)T(Z) £(2) w0
20.13) T(2) = C(2)y(2) = = v(2) =9 46 (ZZ ) M(; o

M(z) = B(2)(x(2) — xr(2)) M(2)
B(2)

=2+ xr(2) = x(2) @

20.6. Ipotesi di Eulero-Bernoulli. In genere si ammette che lo scorrimento angolare sia
nullo, cioe che 1’asse geometrico resti ortogonale punto per punto alla sezione. In tal caso la
20.4porge

20.14) 0 = d”(z)

¢(2)

Le equazioni di compatibilita cinematica 20.7 si scrivono
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dw(z)

|{ S( ) dz
20.15) { p(2) = —

e = - dd’;(f)
mentre le 20.13 si scrivono

(N w(z) (2)
VD = AD(E@ -5@) (g ta@=i0 [ SE=i0ra)

20.16) C(z) » » = C(z) » » = 4 C(z) »

M@ =BQH@D-11@) (324 x() =32 (-T2 =224 ()

Questa ipotesi semplificativa prende il nome di ipotesi di Eulero-Bernoulli.

20.7. Sistema della linea termoelastica. Prendiamo le equazioni di bilancio locale
17.20. Sostituendo in esse le equazioni costitutive termoelastiche lineari20.13 abbiamo

( dz—(zz)+p=0
dlA -
20.17)? ((Z)(gzzz) @) L q=0
a(B@)(x()-xr@)
k( Z(Xdzz ) 4~ T(2) = 0

E considerando le equazioni di compatibilita cinematica 20.7 si ha

( dT(z)

dz + b= 0
(A(z)(d“;f)— ﬂz)))
20.18) 1 — +q=0

(B( )(d"’@ —xr(z )))

\ dz

+m—-T(z)=0

Assumendo poi valida I’ipotesi di Eulero-Bernoulli — ovvero sostituendo le 20.15 nelle 20.18 — si ha

( dT(z)

- +p=0
(A( )(dW(Z)—s (z)))
20.19) { — +g=0
(B( )( 20D (z)))
L — +m—-T(z)=0

Derivando la terza delle 20.19 abbiamo
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d? v(z)
dr(z) ( ¢ )( xrle )>)+dm(z)

dz dz? dz

e sostituendola nella prima delle 20.19 abbiamo

(2 (dzv(z) )
Ll E )

dz? dz

d(A(z)(d‘Z—gz)—eT(z)>>

dz

—p(2) =0
20.20)

+q(2) =0
ottenendo in definitiva il sistema della linea termoelastica per spostamenti assiali e trasversali.

20.8. Sistema della linea termoelastica per trave puramente flessibile.
In molte circostanze la dilatazione ¢ trascurabile rispetto alla flessione dell’asse: si parla allora di
trave puramente flessibile e le 20.20 si riducono all’equazione della linea termoelastica per trave
puramente flessibile

2 dv()
d (B( )( o2 Txr(z ))) dm(z)

dz?

20.21) p(z) =0

20.9. Tabella riassuntiva.Nello schema seguente riporto i passaggi salienti dell’analisi
condotta sin qui.

Equaz1ogl di compaubﬂlta Equazioni indefinite di equilibrio Elasticita lineare
cinematica
( dw(z ( dT (z
e(z) = ) d()+p=0
dz ‘ N(z2) = A(2)en(2)
dv(z) dN(z) _
@ = -0 | g ta=0 7(2) = C@)y (@)
d(p(Z) dM(Z) M(Z) = B(Z)XM(Z)
L x(2) = L +m—-T(z)=0
dz

Equazioni costitutive termoelastiche lineari

(N(z)

ve@=:)
ND = AR (ED - ) | D |22 -8 e
N B BTG P
M@ =B@DU@D~x@) | yen =z = 3@ @
3o @ = (@)
_ 2aAT
(D)= ol () x1(0) = &)
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Ipotesi di Eulero-Bernoulli

( dw(z)
£ = dz dVZEZ) = Zg; + er(2)
dv(z)
y(@) =01 ¢(z) = - - 2 C(z) » o
2 d*v(z) _ M(z)
x(2) = _ vl ;Z(ZZ) " dz2  B(2) +xr(2)

Sistema della linea termoelastica

( 2
d?| B(2) (d 2t x (z))
< azz AT dm(z) 0o d*v(z) _ M) -
) dz? dz piz) = dz2 ~ B(2) XriZ
dl a <dw(z)_ )
( (2) dz er(2) N ()_O(:)dw(z)_N(z)_l_ @
\ dz 12) = dz  A(z) eriZ
Sistema della linea termoelastica per trave puramente flessibile
2
d?( B(2) (di”w (z))
( w7 dm(z) d’v(z) M)
- -p(2) =0 — = + x7(2)

dz? dz dz2 ~ B(2)
In assenza poi di deformazione termica e di momenti distribuiti — se la rigidezza & costante — si
ha I’equazione elastica semplificata

d*v(z) _ d?v(z)

B P =p(z) B 172

=—-M(z)

Rotazione della sezione

Le equazioni di compatibilita cinematica forniscono per la rotazione della sezione 1’espressione

dv(z)
dz

¢(z) = - —v(2)

Che nel caso delle ipotesi di Eulero-Bernoulli si riduce alla

dv(z)
dz

p(z) = -

Con le convenzioni adottate la rotazione ¢ positiva se antioraria.
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Funzioni di rigidezza e moduli elastici

A(z) = SE(2) E(z): modulo di Young

B(z) = E(2)l, I,:momento d'inerziadella sezione rispetto x

C(2) = SG(2) G(z):modulo d elastzczta.tangenzmle
S:area della sezione

Convenzione sui segni (assunta I’ipotesi di Eulero-Bernoulli)

v(2)

p(z)

La rotazione ¢(z) della sezione & considerata positiva se antioraria.
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Capitolo 20. Linea termoelastica

20.1. Introduzione.ln questo capitolo studiamo il legame fra la deformazione di una trave
elastica ad asse rettilineo e la causa della deformazione, ovvero le tensioni interne e i gradienti
termici. Questa analisi porta alla definizione dell’equazione dell’asse geometrico deformato, ovvero
di quella che viene detta linea termoelastica. Inizialmente ricavo questa equazione sviluppando ex
novo un’analisi indipendente da quanto visto nei capitoli sulla teoria del solido elastico; nel capitolo
successivo dimostro come allo stesso risultato si possa pervenire adattando alla trave ad asse
rettilineo la teoria del cilindro di Saint-Venant.

20.2. Spostamenti.Consideriamo una trave ad asse rettilineo coincidente con il segmento
[0,1] dell’asse z, e ammettiamo che le deformazioni avvenganonel piano yz, se si assume che la
sollecitazione sia piana, di piano yz. A seguito della deformazione i punti della trave sono soggetti
a un campo di spostamenti le cui componenti lungo gli assi yz sono

v=v(z)
20.1) {W = w(z)
V(Z)f-mmmm s \- .
: ;
w(z) | p\ l
@(z)
y v S

mentre la sezione in zruota di un’anomalia ¢(z), assunta positiva se antioraria, essendo la retta s la
traccia della sezione sul piano yz.Le tre funzioni introdotte descrivono completamente lo
spostamento della trave, mentre per avere una descrizione puntuale della deformazione della stessa
si ricorre alle derivate di esse.

20.3. Deformazioni.Definisco dilatazione la funzione

__adw(z)

20.2) &(z) = —

Si introducono poi la rettat — tangente all’asse geometrico — la retta p perpendicolare a t, e la retta s
la quale ¢ la traccia della sezione sul piano yz. Si individuano cosi I’anomalia ¢(z), definita dalla
condizione

dv(z)
dz

20.3) tan¢(z) = —
e I’angolo 0(z) tra s e t. Si definisce allora lo scorrimento angolare
204) y(2) =7 - 0(2) = ¢(2) - ¢(2)

Considerando la 20.3 si approssima 1’angolo ¢ (z) con la sua tangente, ponendo
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dv(z)
dz

20.5) y(2) =tan¢(2) — ¢(2) = ————¢(2)

dove si intende che le anomalie ¢(z),@(z),y(z) hanno verso positivo antiorario. Si definisce
incurvamento dell’asse la derivata dell’angolo di rotazione della sezione:

d
20.6) x(z) =22

Ricapitolando abbiamo le equazioni di compatibilita cinematica

e(z) = —d‘gz)

20.7) 1y(@) =~ ¢

do(2)
L @ ="

20.4. Elasticita lineare.si parla di elasticita lineare per il materiale che costituisce la trave
nel caso in cui siano definite le tre funzioni di rigidezza A(z), C(z), B(z) tali che risulti

N(z) = A(z2)en(2)
20.8) T(z) =C(2)y(z2)
M(z) = B(z) xu(2)

In particolare

e A(2) ¢ larigidezza assiale, con dimensione di forza;
e ((z) ¢ larigidezza al taglio, con dimensione di forza;
e B(z) ¢larigidezza alla flessione, con dimensione di forza per lunghezza la quadrato.

Il pedice in &y, ) sta a specificare che queste deformazioni sono quelle dovute alle caratteristiche
di sollecitazione N(z), M(z) rispettivamente; cid per distinguerle dalle analoghe deformazioni di
origine termica (trattate in seguito) le quali — se presenti non verificano le 20.8.

20.5. Deformazioni termiche. Consideriamo il caso in cui vi sia un gradiente termico

T

—AT

y +AT
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lungo la direzione y. Il suo effetto sara quello di produrre una dilatazione termica, da sommare alla
20.2, e un incurvamento termico dell’asse, da sommare alla 20.6. Per la definizione analitica di
queste due funzioni si consideri nella sezione z un campo termico come quello definito in figura, il
quale vari linearmente dal valore T, al valore T;. Esso pu0 essere considerato la somma di un
campo termico costante di valore T e di un campo termico che vari linearmente da —AT a +AT,
dove sia

T = To;T1
20.9) Ti-Tp

AT =
2

La componente costante del campo termico € responsabile di una dilatazione termica
20.10) e7(2) = aT(2)

proporzionale a T secondo la costante di dilatazione termica «, legata al tipo di materiale e — a
rigore — dipendenteanch’essa dal valore di z. La componente linearmente variabile del campo
termico ¢ responsabile di un incurvamento termico

2aAT(z)
h

20.11) yr(2) =

il cui significato ¢ quello di derivata dell’angolo di rotazione della sezione per cause termiche — che
indichiamo 07 — rispetto z; infatti si ha

2alAT(z) dO; 2aAT(z)
dz = =
h dz h

Or =tan Oy =

Se &, y indicano la dilatazione e I’incurvamento complessivo (termici e meccanici) allora si ha

£(z) = eu(2) + &r(2)

mm&@=m@+m@

Sostituendo poi le 20.12 nella 20.8 abbiamo le equazioni costitutive termoelastiche lineari:

(L2 ~
NG = A@) (@) — e7(2)) | 4@ ;“(;)T(Z) £(2) w0
20.13) T(2) = C(2)y(2) = = v(2) =9 46 (ZZ ) M(; o

M(z) = B(2)(x(2) — xr(2)) M(2)
B(2)

=2+ xr(2) = x(2) @

20.6. Ipotesi di Eulero-Bernoulli. In genere si ammette che lo scorrimento angolare sia
nullo, cioe che 1’asse geometrico resti ortogonale punto per punto alla sezione. In tal caso la
20.4porge

20.14) 0 = d”(z)

¢(2)

Le equazioni di compatibilita cinematica 20.7 si scrivono
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dw(z)

|{ S( ) dz
20.15) { p(2) = —

e = - dd’;(f)
mentre le 20.13 si scrivono

(N w(z) (2)
VD = AD(E@ -5@) (g ta@=i0 [ SE=i0ra)

20.16) C(z) » » = C(z) » » = 4 C(z) »

M@ =BQH@D-11@) (324 x() =32 (-T2 =224 ()

Questa ipotesi semplificativa prende il nome di ipotesi di Eulero-Bernoulli.

20.7. Sistema della linea termoelastica. Prendiamo le equazioni di bilancio locale
17.20. Sostituendo in esse le equazioni costitutive termoelastiche lineari20.13 abbiamo

( dz—(zz)+p=0
dlA -
20.17)? ((Z)(gzzz) @) L q=0
a(B@)(x()-xr@)
k( Z(Xdzz ) 4~ T(2) = 0

E considerando le equazioni di compatibilita cinematica 20.7 si ha

( dT(z)

dz + b= 0
(A(z)(d“;f)— ﬂz)))
20.18) 1 — +q=0

(B( )(d"’@ —xr(z )))

\ dz

+m—-T(z)=0

Assumendo poi valida I’ipotesi di Eulero-Bernoulli — ovvero sostituendo le 20.15 nelle 20.18 — si ha

( dT(z)

- +p=0
(A( )(dW(Z)—s (z)))
20.19) { — +g=0
(B( )( 20D (z)))
L — +m—-T(z)=0

Derivando la terza delle 20.19 abbiamo
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d? v(z)
dr(z) ( ¢ )( xrle )>)+dm(z)

dz dz? dz

e sostituendola nella prima delle 20.19 abbiamo

(2 (dzv(z) )
Ll E )

dz? dz

d(A(z)(d‘Z—gz)—eT(z)>>

dz

—p(2) =0
20.20)

+q(2) =0
ottenendo in definitiva il sistema della linea termoelastica per spostamenti assiali e trasversali.

20.8. Sistema della linea termoelastica per trave puramente flessibile.
In molte circostanze la dilatazione ¢ trascurabile rispetto alla flessione dell’asse: si parla allora di
trave puramente flessibile e le 20.20 si riducono all’equazione della linea termoelastica per trave
puramente flessibile

2 dv()
d (B( )( o2 Txr(z ))) dm(z)

dz?

20.21) p(z) =0

20.9. Tabella riassuntiva.Nello schema seguente riporto i passaggi salienti dell’analisi
condotta sin qui.

Equaz1ogl di compaubﬂlta Equazioni indefinite di equilibrio Elasticita lineare
cinematica
( dw(z ( dT (z
e(z) = ) d()+p=0
dz ‘ N(z2) = A(2)en(2)
dv(z) dN(z) _
@ = -0 | g ta=0 7(2) = C@)y (@)
d(p(Z) dM(Z) M(Z) = B(Z)XM(Z)
L x(2) = L +m—-T(z)=0
dz

Equazioni costitutive termoelastiche lineari

(N(z)

ve@=:)
ND = AR (ED - ) | D |22 -8 e
N B BTG P
M@ =B@DU@D~x@) | yen =z = 3@ @
3o @ = (@)
_ 2aAT
(D)= ol () x1(0) = &)
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Ipotesi di Eulero-Bernoulli

( dw(z)
£ = dz dVZEZ) = Zg; + er(2)
dv(z)
y(@) =01 ¢(z) = - - 2 C(z) » o
2 d*v(z) _ M(z)
x(2) = _ vl ;Z(ZZ) " dz2  B(2) +xr(2)

Sistema della linea termoelastica

( 2
d?| B(2) (d 2t x (z))
< azz AT dm(z) 0o d*v(z) _ M) -
) dz? dz piz) = dz2 ~ B(2) XriZ
dl a <dw(z)_ )
( (2) dz er(2) N ()_O(:)dw(z)_N(z)_l_ @
\ dz 12) = dz  A(z) eriZ
Sistema della linea termoelastica per trave puramente flessibile
2
d?( B(2) (di”w (z))
( w7 dm(z) d’v(z) M)
- -p(2) =0 — = + x7(2)

dz? dz dz2 ~ B(2)
In assenza poi di deformazione termica e di momenti distribuiti — se la rigidezza & costante — si
ha I’equazione elastica semplificata

d*v(z) _ d?v(z)

B P =p(z) B 172

=—-M(z)

Rotazione della sezione

Le equazioni di compatibilita cinematica forniscono per la rotazione della sezione 1’espressione

dv(z)
dz

¢(z) = - —v(2)

Che nel caso delle ipotesi di Eulero-Bernoulli si riduce alla

dv(z)
dz

p(z) = -

Con le convenzioni adottate la rotazione ¢ positiva se antioraria.
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Funzioni di rigidezza e moduli elastici

A(z) = SE(2) E(z): modulo di Young

B(z) = E(2)l, I,:momento d'inerziadella sezione rispetto x

C(2) = SG(2) G(z):modulo d elastzczta.tangenzmle
S:area della sezione

Convenzione sui segni (assunta I’ipotesi di Eulero-Bernoulli)

v(2)

p(z)

La rotazione ¢(z) della sezione & considerata positiva se antioraria.
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Capitolo 21. Cilindro di Saint Venant e linea elastica

21.1. Introduzione. In questo capitolo cerco di ottenere le equazioni della linea elastica' —
gia ricavate attraverso 1’analisi del capitolo precedente — mapartendo questa volta dai risultati
ottenuti per il cilindro di Saint Venant. Questo genere di analisi prende il nome di teoria tecnica
della trave.

21.2. Ipotesi fondamentale della teoria tecnica della trave. I risultati ottenuti
nell’ambito delle sollecitazioni semplici (capitoli 8,9,10,11) sono stati ricavati per quello che
abbiamo chiamato cilindro di Saint Venant, ovvero per un solido

ad asse rettilineo

a sezione costante

con lunghezza preponderante sulle dimensioni della sezione
sollecitato solo sulle sezioni estreme

Eppure I’ipotesi fondamentale della teoria tecnica della trave ¢ che data una trave

e ad asse non necessariamente rettilineo
® a3 sezione non necessariamente costante
® sollecitata, in generale, sia sulle sezioni estreme che sul mantello

allora ¢ sempre possibile scegliere punto per punto un tronco di trave abbastanza piccolo da poter
essere considerato

e ad asse rettilineo
® 3 sezione costante
e sollecitato solo sulle sezioni estreme

al quale applicare i risultati ottenuti per il cilindro di Saint Venant, pur non avendo evidentemente
lunghezza preponderante rispetto alle dimensioni della sezione (anzi, tutt’altro).

Questo tipo di impostazione non sembrerebbe giustificato, tuttavia pare che nella pratica dia ottimi
risultati e su di esso si basera tutta la trattazione seguente.

21.3. 1l problema delle travi inflesse. Intanto definisco asse elastico di una trave il
luogo dei centri di taglio delle sezioni. Consideriamo allora una trave

® con asse rettilineo
caricata con tagli
e paralleli fra loro

e ortogonali all’asse elastico
e applicati in punti dell’asse elastico

" In questo capitolo non consideriamo il contributo della deformazione termica, per cui parliamo di linea elastica,
piuttosto che di linea termoelastica.
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Questo problema elastico prende il nome di problema delle travi inflesse e in figura abbiamo un
esempio di questo genere di situazione, nel caso di una sezione a C. L’asse elastico ¢ quello
tratteggiato passante per T (centro di taglio della sezione estrema). I tagli, distribuiti e concentrati
sono applicati in punti dell’asse elastico. Gli assi x, y, zsono, al solito, orientati secondo le direzioni
centrali di inerzia della sezione.Utilizzando la terza delle 17.20, che in questo caso, non essendovi
momenti esterni, si scrive

21.1) M@

—-T(z)=0
possiamo ricavare la funzione M,, = M,.(z). Poi — inbase alla 8.48 — possiamoscrivere
212) dy(z,dz) = 224z

che fornisce la rotazione elementare intorno all’assex della sezione in z + dz rispetto alla sezione
inz, dovuta all’azione del momento flettente prodotto a sua volta dai tagli agenti sulla trave.

dz

Considerando invece la seconda delle 11.38 abbiamo lo slittamento elementare

213) dn(z dz) = 222

GS
dovuto al taglio, dove la funzione T, (z) si ottiene integrando la prima delle 17.20e utilizzando la
seconda delle 17.21nel caso vi siano tagli concentrati.Ma oltre a questo slittamento va considerato
anche quello dovuto alla rotazione stessa della sezione:considerando la figura questo slittamento
risulta esprimibile come

21.4) dn'(z,dz) = —@,(2)dz

Il segno meno ¢ giustificato dal fatto che per una rotazione positiva la sezione si sposta verso le
ynegative. Dunque, messe insieme le 21.2,21.3,21.4 si ha che lo spostamento della trave a seguito
della deformazione prodotta dai tagli ¢ descritto dalle equazioni differenziali

dpx(z) _ Mx(z)
dz  LE
dv(z) _ XyTy(Z) _

iz Gs (Px(Z)

21.5)
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dove v(z) ¢ la componente dello spostamento lungo y che — losi ricorda — siassume puntare verso il
basso. Con considerazioni elementari di carattere geometrico (vedi figura) si pud comprendere
come nella pratica il contributo dn dello slittamento produca, considerando tutta la trave, effetti
trascurabili rispetto al contributo dn’ per cui, salvo casi particolari, le equazioni da considerare non
sono le 21.5 ma la loro versione semplificata:

dpyx(z) — My (z) \L
dz I E

216) {4y ) 7
dz - (px Z

Derivando la seconda delle 21.6e sostituendovi la prima
si ottengono in conclusione le due equazioni differenziali

21.7) &20(2)
O El, = —My(2)

la prima delle quali fornisce I’angolo di rotazione della generica sezione mentre la seconda fornisce
la deformata dell’asse geometrico ovvero, come si dice, la linea elastica della trave.

Si osservi ora che la linea elastica si pu0 ricavare pero anche non passando dalla determinazione del
momento flettente, infatti dalle relazioni differenziali fra le caratteristiche di sollecitazione si ha

dT (2) dT(z)

a HP@=0 {f & SO _awe
M@ M) _dr@) T P
A T

Per cui, sostituendo nella seconda delle 21.7 si ha

d*v(z)

dz*

21.8) ElL, =p(2)

Si vuole ora provare come la seconda delle 21.7 sia equivalente all’equazione della linea
termoelastica ricavata — nel precedente capitolo — per travi puramente flessibili, ovvero alla 20.21.
Se infatti nella 20.21 si esclude il contributo termico alla deformazione e si pone nulla la coppia
distribuita m(z) (o la sua derivata), allora si ha

@ (80 (%22))

dz?

—p(2) =0
Considerando poi che la rigidezza alla flessione B ¢ data da E,., allora si ottiene ancora

(e (452)

dz?

—-p(2) =0

Assunto poi che il modulo di Young sia costante in definitiva la 20.21 si scrive
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d*v(z)
dz*

El, = p(2)

cioe proprio la 21.8. Quindi I’analisi esposta in questo capitolo e quella del capitolo precedente —
almenoper quanto riguarda le travi puramente flessibili — sonoequivalenti. In questo capitolo non si
¢ considerato il fenomeno della dilatazione termica.

21.4. Torsione non uniforme. Riconsideriamo il problema delle travi inflesse: se cade
I’ipotesi che i tagli siano applicati nei punti dell’asse elastico, allora sara necessario spostare i tagli
sull’asse elastico e introdurre un opportuno momento torcente che, in generale, variera conz.
Indicando M, = M,(z) tale funzione, in base alla 9.24 applicata al tronco di trave di lunghezza dz,
dovra valere la relazione

M (z)

do(z,dz) = @
t

dz

ovvero I’equazione differenziale

db(z) _ Mi(z)

219) S 2=

essendo 8 = 6(z) la funzione che fornisce I’angolo di rotazione della sezione inz, intorno all’assez.
Questa deformazione di torsione si aggiungera a quelle gia descritte nel paragrafo precedente
(inflessione dell’asse geometrico e rotazione della sezione intorno all’assex).

Per una trattazione piu approfondita del problema della torsione non uniforme si rimanda a
Capurso, Scienza delle Costruzioni, par. 8.2.2.

21.6. Sulla simbologia della linea elastica. Spesso si trova per lo spostamento
verticale della linea elastica la scrittura y(z), piuttosto che quella usata in questo capitolo e nel
precedente v(z). La cosa ¢ indifferente, I’importante ¢ essere chiari sul significato dei simboli usati.
E’ importantissimo invece tenere presente che 1’analisi condotta nel presente e precedente capitolo,
basandosi anche sulle equazioni indefinite di equilibrio 17.21, si basa sulle convenzioni dei segni
introdotte nel capitolo 17 per le caratteristiche di sollecitazione, coniugate con quelle introdotte in
questo e nel precedente capitolo per gli spostamenti; ovvero sulle convenzioni seguenti.

v(2)
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Si ricorda che, con queste convenzioni, la rotazione della sezione ¢ considerata positiva se

antioraria.

21.7. Calcolo di una linea elastica. Vediamo come ricavare la linea elastica per la
trave puramente flessibile indicata in figura, caricata con una coppia concentrata.

Va
Ry

A

21

_

Volendo usare le 21.7 € necessario ricavare, nell’ordine

® e reazioni vincolari
¢ il momento flettente lungo la trave

Per le reazioni vincolari, il sistema della statica impone

Ry=0
Ry=0 AT M
VA_VB:():) VA: EY2

SIES

3l
BIVB = M VB — A |

ricaviamo ora il momento flettente per il
tratto AC. Inserito I’asse coordinato z; la
terza delle 17.20 porge

Considerando la condizione al contorno M(z; = 0) = 0 abbiamo dunque

ﬂﬂDM&Qz—%q

2"

|
S

Consideriamo ora il tratto BC in cui sia  z, N

inserito 1’asse coordinato z, e ricaviamo il
momento flettente anche qui. La terza delle
17.20 porge

dM_T_M
dz, = 3l

E considerando la condizione al contorno M(z, = 0) = 0 abbiamo in definitiva
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21.11) M(z,) =%z2

Sostituendo la 21.10 nella seconda delle 17.20 si ha

d’y(z;)) M dy(z,) Mo M
= C = 3 C C
dz,? 3lEI 1= dz, 6lEI, 7%+ €, = y(z1) 18IEL, z1° + Cizq + Gy
Sostituendo la 21.11 nella seconda delle 17.20 si ha
d?y(z;) M dy(z,)
== = = - 2 +C; = = — 3 +C +C
dZ% 3lEI, %2 dz, 6lEL, Z2 3 Y(Zz) 18IEL, Zy 3Z5 4

Per ricavare le quattro costanti di integrazione dobbiamo imporre che le sezioni ruotino in C dello
stesso angolo, ovvero — se si considera che per i due tratti si hanno convenzioni speculari sui segni —
le due rotazioni devono essere uguali e contrarie. Dunque

dy(Zl - Zl) M
(2 =20) =~ =- 42—
P\ dz, 6lET, 1:>(p () = —pu(2) =
(Z):—dy(zl:l): MIZ—C o o
| = dz, 6lE1, 3
" 212 M g2
2112) 412+ Gy = i 2 = G

Si consideri poi che gli spostamenti devono essere nulli in corrispondenza delle due cerniere, ci0

che porge immediatamente C, = C, = 0. L’ultima condizione da imporre ¢ che lo spostamento in C
dei due tratti sia il medesimo. Dunque

( = = 3
y(z; = 21) T8IEL 8l° + C;21
-
=7 = 3
ky(zz—l) 18lE1xl + (5l
2 2
21.13) 181%81 +2C, = 1smxl +C,
Mettendo a sistema le 21.12, 21.13 si ha
412 4+ ¢C, = 12—
6lEL, L7 6IEL 3 (11 )(Cl) \
82 +2C, = — 2yc, 2 TV )
18IEIL, L™ 18IEL, 3 ZlEI
Mo M Mo
s (cl> B (1 1 ) 6lEL, | | 6IEL, 6lEL, | _ 3lEIx
C;) \2 -1 M - 2M M - M
6lEL, 6lEL, 6lEI, 6lEL,
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In definitiva abbiamo ottenuto per i due tratti della linea elastica le equazioni

3_ M 2

21.14 y(z,) = T8IEL, 21 3151xl 21
e (z,) = ——=— 2,3 — 2L 124
Yz, 18IEL, 2 6lEL, =2

Vediamo ora come procedere invece attraverso la 21.8, che essendo nullo il carico distribuito, ¢ una
equazione omogenea. Per il tratto AB si ha

d* d3y(z d%y(z
;’Z( 1)E1 —0= 3’2(31)51,6 =K, = 3’2(21)51,{ =K,z + K, >
dy(z 1
= %Elx = EKlzlz + Kzzl + K3 =
1 1
= y(z)ElL, = =K.z} + =K,z? + K3z, + K,

6 2

La cerniera in A impone che sia ivi nullo lo spostamento, dunque K, = 0; la seconda delle 21.7 ci
permette di dedurre che anche K, = 0. Dunque sin qui abbiamo ottenuto

21.15) y(z)EL, = 1K, 2} + Kazy = dfi(:) El, =K.z} + Ky = a’ DBl = Kz,

Ragionando allo stesso modo per il tratto BC — usando convenzioni speculari per i segni — abbiamo
evidentemente

2
21.16) y(2,)Ely = + K523 + Koz, = dfi(:) El, =>Kgz} + Ky = ddyT(sz)Elx = Ksz,

Considerando poi la 2° delle 21.7 e la 21.10 si ha

21.17) K, =%

mentre la 2° delle 21.7 e la 21.11 porgono

21.18) Ks = — =

Dunque si qui abbiamo ottenuto

y(2))EL, = le+1<3 1=:»dy(zl)E1 i 27+ K

21.19)
dy(ZZ) El, —%Mzg + K,

y(2,)EL, = Mzz + Kyz, =

La condizione di continuita dell’angolo di rotazione della sezione e di continuita dello spostamento
in C porgono

%%412-}_1(3:1%[2—1{6 K3+K6=_éM Kg=—-M
2120) 4,23 0 = R
—;81 + 2K3l == ___l +K6l 2K3 —_ K6 = _EM K3 = __M
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Dunque in conclusione abbiamo trovato

» !
Y(2)EL = 77 — - Mz,
21.21)

M
y(zz)Elx =

3 1
——2z;—-Mz
18172 6 2

in accordo con le 21.14.
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Capitolo 22. Strutture iperstatiche. Metodo delle forze

22.1. Introduzione. Sappiamo che una struttura iperstatica (a vincoli tutti efficaci) da luogo
a un sistema della statica 14.3 risolvibile (il rango della matrice dei coefficienti ¢ massimo, cio¢ pari
ag, e dunque ¢ uguale a quello della matrice completa) ma non in modo univoco (il numero r delle
reazioni incognite & maggiore del numero g delle equazioni e le soluzioni sono dunque oo™ 9)",
Tuttavia 1’analisi condotta nei due precedenti capitoli sul calcolo della linea elastica puo essere
sfruttata per ottenere altre condizioni da imporre — oltre a quelle dell’equilibrio meccanico — per
ricavare tutte le r reazioni incognite. In particolare esistono fondamentalmente due procedimenti
per raggiungere questo Scopo:

¢ il metodo delle forze
¢ il metodo degli spostamenti (o delle deformazioni)

In questo capitolo analizzo il primo metodo, nel successivo presento il secondo.

22.2. Algoritmo del metodo delle forze. Data una struttura 7 — g volte iperstatica il
metodo delle forze per il calcolo delle r reazioni vincolari prevede di

e sopprimere r — g gradi di vincolo sostituendo o eliminando un numero opportuno di vincoli,
ottenendo una struttura isostatica, detta sistema’ isostatico equivalente oppure sistema
principale;

¢ introdurre r — g incognite dinamiche3X1,X2, ., Xr_g al posto delle reazioni vincolari dei
gradi di vincolo soppressi;

¢ risolvere il sistema della statica 14.3 per il sistema isostatico equivalente, ottenendo una
soluzione che risulta funzione delle incognite dinamiche X;, X5, ..., X,_ gs

e ricavare la linea elastica dei vari tratti della struttura e imporre che gli spostamenti siano
compatibili con i vincoli soppressi,ovvero imporre le condizioni di congruenza.

Le condizioni di congruenza sono in definitiva le equazioni aggiuntive necessarie per ricavare tutte
le r reazioni vincolari.

22.3. Un’applicazione del metodo delle forze. La trave in figura & vincolata in A
da un incastro e in B da una cerniera. Un carico verticale in C costituisce la sollecitazione esterna. 11
sistema della statica 14.3 si scrive

Ry

Ry,—Rz=0 1 -1 0 0 0\|[Rs 0
2.0 A V+Ve=f (0 0 1 1 o]|Vul=|Tf

Vl+Co=fa N0 0 0 [ 1 VB/ fa
Ca

Il rango della matrice della statica ¢ 3, come quello della matrice completa; il numero di incognite ¢
5. Dunque abbiamo una struttura iperstatica a vincoli tutti efficaci, ovvero un sistema staticamente

S

! Una struttura del genere & detta 7 — g volte iperstatica.
* Anche se per la terminologia introdotta nel capitolo 14 si tratta di una struttura, non di un sistema.
? Si pud trattare tanto di forze che di momenti, dipende dal tipo di grado di vincolo soppresso a cui si riferiscono.
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indeterminato (sistema del tipo 3.2, secondo la classificazione del capitolo 14); in particolare il
grado di iperstaticita ¢ 2.

l

A v B /M\ QB Ro

Cy p

Ry ﬂ B Rg
J c
Va Vs

Per ottenere il sistema isostatico equivalente sopprimo un grado di vincolo in corrispondenza
dell’incastro — ovverointroduco al suo posto una cerniera € come incognita la coppia Cy; e
sostituisco la cerniera in B con un carrello e I'incognita dinamica Rg. Ricavo quindi le reazioni
vincolari in funzione delle incognite dinamiche: assumendo noteCy, Ry il sistema 22.1 si scrive

RA=RB
RA = RB V, = fa—-Ca _ fb+Cy
222) VA+VB=f (=1 A_f_ 1 - 1
Vgl =fa—C, v, =124

l

Per quanto riguarda la deformazione orizzontale — introdotto un asse coordinato orizzontale z da A a
B —la seconda delle 20.20 porge
d’w(z) dw(z)

d<A(dw(z))>
N ¥ _s4 0o A—=(C, & Aw(z) = C,z + C
dz B dz2 dz ~— * - 2

Per la prima delle 20.16 abbiamo poi

dw(z)
dz

A =RB@C1=RB

inoltre banalmente risulta w(z = 0) = 0 = C, = 0, dunque abbiamo in definitiva
22.3) Aw(z) = Ryz

La condizione di congruenza in questo caso consiste nel rispetto del vincolo di cerniera in B, ovvero
nella equazione

224) Aw(z=0)=0oRyl=0oR; =0
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L’incognita dinamica Rp resta cosi determinata, e sostituendo il suo valore nel 22.2 otteniamo
anche la reazione vincolare

C
22.5) R, =0 “oA NN,
y Y / > 74
Adesso procedo al calcolo della linea elastica del v, | ™M
tratto AC.Introdotto I’asse coordinato z;, per il v
momento flettente si ha
Y1
226) M = _CA + VAZ1
Per la linea elastica si ha
d?y,(z dy,(z V42,2
B Y1(21) Cy—Vyzy = B}’1(1):CA1_A1+K1
dz, Z1
N/ 213
= BY1(Zl) = CA 2 6 —+ K1Z1 + Kz

Imponendo che lo spostamento sia nullo in 4 abbiamo K, = 0. Dunque per il tratto AC si ha la linea
elastica

dJ’1(Z1)

Z1

VAZ1 VAZ1

22.7) By,(z;) = CAZ + Kz, = B2

= CAZ1 + Kl

Per il tratto BC — introdotto un asse coordinato z, come in figura — si puo utilizzare la 22.7 (essendo
la situazione speculare) in cui si ponga C4 = 0 e V al posto di V,, cambiando inoltre pedice agli

assi coordinati. Si ha
N 7 B
d 2 Z> A
228) By,(z,) = — (8% | K7, - p22%2) _ e 2 \
Zz VVT VB
La condizione di continuita della rotazione della sezione e di
continuita dello spostamento verticale si traduce nel sistema Y2
3 3 2
CAa__VAa +K1a S VBb +K3b Kla _K3b == _VBb +VAa _CAa_
22.9) 2 bz & bf e 2
CA - 3‘/;10— + Kl = sz - K3 Kl + K3 = Vs + 3‘/;10— - CAa

mentre la condizione di congruenza restante consiste nell’imporre la rotazione nulla in A, ovvero
nella condizione

22.10) K, = 0

che sostituita in 22.9porge

Vgh® V,a3 a?
{_K?’b__ 6 "6 7
3Vgb? 3V,a?
+K3_ 2 2 - Aa
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Moltiplicando la 2° equazione per b e sommando membro a membro si ha

2 3
a 3Vgb
—Cy—= BZ_ 4
2 2

3V4a?b

VBb3 VAa3
6

22.11) — 2= 4 4 — Cqab

Sostituendo i valori di Vy, Vg ricavati in 22.2 e risolvendo inC4abbiamo in definitiva

2 2
22.12) C, = abf LE3e0+20"

213

che sostituita insieme alla 22.4 nelle 22.2 porge

RA = RB = 0
_ (2a+3b)
22.12) JVA =f—-fa*=5;

_ 2 (2a+3b)
k VB - fa 2[3
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Capitolo 23. Strutture iperstatiche. Metodo degli
spostamenti

23.1. Algoritmo. Supponiamo, per semplicita, di avere una struttura 2 volte iperstatica. Allora
la sua risoluzione attraverso il metodo delle deformazioni segue questo algoritmo

e i sceglie una sezione S alla quale si attribuiscono lo spostamento & e la rotazione ¢;

e i calcolano le caratteristiche di sollecitazione sulle due facce di S — in funzione di § ¢ @ —
considerando separatamente la struttura a sinistra e quella a destra;

® i impone I’equilibrio meccanico in corrispondenza della sezione S sia alla rotazione che
alla traslazione, ottenendo due equazioni nelle due incognite § e ¢, che vengono cosi
determinate;

¢ la determinazione di § e ¢ consente a sua volta di ricavare le caratteristiche di sollecitazione
in S, ci0 che permette in definitiva di risolvere la struttura a sinistra e quella a destra,
risolvendo cosi la struttura complessiva.

Questa descrizione ¢ poco chiara, ma viene esemplificata nel successivo paragrafo.

23.2. Un’applicazione del metodo delle deformazioni. Riprendiamo 1la trave
risolta nel capitolo precedente attraverso il metodo delle forze e risolviamola ora con il metodo
delle deformazioni. Sappiamo gia — dall’analisi del sistema 22.1 — che la struttura ¢ 2 volte
iperstatica, dunque occorrono due equazioni aggiuntive per ricavare tutte le reazioni vincolari.
L’applicazione del metodo delle deformazioni prevede in questo caso di introdurre 2 deformazioni
(spostamenti e/o rotazioni), che decido di scegliere come rotazione e spostamento orizzontale della
sezione in C.

g
)
2|
%

c
v, I T(zy=a) T(z, =Db) M(z; = b) TVB

Consideriamo il tratto AC. Consultando I’appendice sulle travi notevoli possiamo scrivere
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_f+T(Z1:a) 2 M(z, = a)

9= 2 I
f+T(z=a) 3 M(z, = a) 2
a- — a

3EI 2E1

v
In base poi alla equazione delle linea termoelastica per spostamenti normali si ha

dw(z)
dz

Aw(z; =0)=K=0

A Aw(z, = @) = N(z)a = w

= N(2) = Aw(zy) = N(z)z, + K = {

Aw(z; =0)=K=0 w
{Aw(zl - 1a) = N(z)a=aw > N =47

Quindi I’analisi del tratto a sx porge

P =- f+T2(;=a) a? + M(ZEllza) a
23.1)

N(z =a) = A~

Per il tratto a dx si ha immediatamente

M(Zzzb)b
3EI

N(z, =b) = —-A

v_
23.2) b

w
b

L’equilibrio meccanico del tratto a dx impone

M(Zz=b)
V, = _
BT oT(z,=b) = - M=

T(z, =b) = -V, b

23.3) {

L’equilibrio meccanico della sezione in € impone poi

M(zy=a)=M(z,=b)2 M
=b
23.4) T(z = a) =T(z, = b) = - 222 =

N(zy=a)=N(z,=b) A= -4 = H =0

M
b

Sostituendo le prime due delle 23.4 nella prima delle 23.1 e nella prima delle 23.2 si ha

M
—_ -4 -
235 |PT T @ YR g = b
—_7_ M 21
Y=y

Sostituendo la 3° delle23.4 nella 2° delle 23.1 abbiamo N(z; = a) = 0 e dunque, considerando il
tratto a sxdella trave si ha

23.6) R, =0

Sostituendo la 23.5nelle prime 2 delle 23.4si ha
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fa?b(2a+3b)
213

fa?(2a+3b)
I

M(z; = a) = M(z; =b) =
23.7)
T(zy=a)=T(z, =b) =

Operando il bilancio meccanico del tratto a dx abbiamo

2
23.8) V, =14 Gash) (;‘3*3”)

Sostituendo la 23.6 € 1a 23.8 nelle 22.2 si ha

( RA:RB:O

fa?(2a+3b)
e e T
23.9) < __ fa%(2a+3b)
Vg = 213
a?+3ab+2b?
\Ca = abf — 57—

che coincidono con le 22.12.
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Capitolo 24. Simmetria assiale

24.1. Simmetria assiale. Una struttura si dice simmetrica rispetto a un asse s nel caso in

cui la sua geometria, i vincoli e i materiali siano simmetrici rispetto a s.
A

a a a a

Una struttura simmetrica si dice poi simmetricamente caricata rispetto a s se la sollecitazione
agente su di essa ¢ simmetrica rispetto a s; si dice caricata in modo antisimmetrico rispetto a s se
la sollecitazione di una meta invertita di segno diviene simmetrica rispetto a quella dell’altra meta.
In figura abbiamo una struttura simmetrica rispetto all’asse s la quale ¢ caricata simmetricamente
nel caso di sinistra; € caricata in modo antisimmetrico nel caso di destra.

24.2. Caratteristiche di sollecitazione e deformazioni. Nel caso di strutture
simmetriche caricate simmetricamente si ha che

il diagramma del momento flettente
il diagramma della componente normale
le reazioni vincolari
le deformazioni

24.1) sono simmetrici

mentre
24.2) e antisimmetrico il diagramma del momento del taglio
Quest’ultima circostanza discende dalle convenzioni adottate per le caratteristiche di sollecitazione,

ovvero in particolare dall’anti-simmetria della convenzione di segno per il taglio (vedi concio
elementare a pag 247).
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Per esemplificare quanto sopra riprendiamo 1’esempio del primo paragrafo. Le reazioni vincolari si
calcolano immediatamente attraverso il sistema della statica, € se ne verifica la simmetria.
Introdotto un asse coordinato z; da A verso B— per I’emi-trave di sinistra — applicando le 17.20 si ha

( N(z;)) =0
0<zi<a={ Tz)=f

M(z,) = fz

24.1) 4 NG = 0
a<z;<2a=>1% T(z;)=0

\ M(z,) = fa

Operando in modo speculare sulla emi-trave destra, inserendo un asse coordinato z,, si ha

( N(Zl) = 0
0<z,<a={T(z)=—f
M(z,) = fz,
24.2) < N(zy) = 0
a<z,<2a>1{ T(z)=0
\ M(z,) = fa

Dunque 1 diagrammi delle caratteristiche di sollecitazione sono 1 seguenti:

71 [ @
SN

\

af ]

2a

®

Si verifica allora la simmetria del diagramma del momento flettente e I’anti-simmetria di quello del
taglio. La simmetria delle deformazioni si puo dedurre da quella dei diagrammi del momento e della
componente normale, utilizzando poi le 20.16.

Nel caso di strutture simmetriche caricate anti-simmetricamente si ha che

il diagramma del momento flettente
il diagramma della componente normale
le reazioni vincolari
le deformazioni

24.3) sono antisimmetrici

mentre
24.4) e simmetrico il diagramma del momento del taglio

Per esemplificare quanto sopra consideriamo 1’esempio della struttura simmetrica caricata in modo
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i | ]

b

41

2

antisimmetrico introdotta nel precedente paragrafo. Per le caratteristiche di sollecitazione si ha

( (N(zl)zo
OS21Sa:>iT(Zl)=§
M(z;) =2
24.5) A« ( N(zy) = 0
aS21S2a:>i T(Zl)=—§
\ M(z,) = (a-2)f
( ( N(z,) =0
OSZZSa::»i T(Zz)=§
M(z,) = ~ 12
24.6) < ( N(z,) = 0
aSZZSZa::»i T(Zz)=—§
\ M(z,) = f (2~ a)

£ ®
: S Ir

24.3. Sull’asse di simmetria. In questa sede ci chiediamo cosa succede in corrispondenza
dell’asse di simmetria di strutture che siano caricate in modo simmetrico e in modo antisimmetrico.
A tale scopo si consideri un concio elementare di struttura collocato in un punto dell’asse di

simmetria.

Consideriamo prima il caso di carico simmetrico, il quale — su un punto dell’asse di simmetria —
deve necessariamente essere costituito esclusivamente da una forza verticale (eventualmente nulla).

carico simmetrico

TF| T F caratteristiche di
\% l :M M#0 | T= 2 N=#0 sollecitazione
N N =0 | v#0 | w=0 | parametri di deformazione

La sollecitazione agente sul concio elementare ¢ costituita, oltre che dalla forza esterna F, anche

dalle azioni interne, che nel disegno abbiamo

disposto in modo che verifichino la simmetria. Si
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osserva allora — imponendo 1’equilibrio meccanico — che debbono valere le relazioni riportate in
figura. Per 1 parametri di deformazione si consideri poi che la condizione di simmetria impone
I’annullamento della rotazione ¢ della sezione, mentre la condizione di simmetria congiunta con
quella di non lacerazione della materia impone che sia w = 0. Per v non vi sono limitazioni.

carico antisimmetrico
T wm T M F caratteristiche di
M = = — ..
[ Iﬁ—l ; M= 2 r#0 N 2 sollecitazione
N ' F N o +0 v=0 | w=+#0 | parametri di deformazione

Nel caso di un carico antisimmetrico la sollecitazione esterna non pud contemplare una forza
verticale. Inoltre I’equilibrio meccanico del concio elementare porge per le azioni interne — disposte
in modo antisimmetrico — le relazioni indicate in tabella.

Lo spostamento verticale soddisfa la condizione di anti-simmetria solo nel caso in cui sia nullo,
mentre per la rotazione ¢ della sezione e lo spostamento orizzontale w non ci sono limitazioni.

24.4. Strutture una volta iperstatiche. Ricordo che una struttura iperstatica — a
vincoli tutti efficaci — costituisce un sistema staticamente indeterminato (sistema di tipo 3.2 secondo
la classificazione del capitolo 14). Qui faccio vedere — con un esempio — che un sistema di questo
tipo, ma provvisto di simmetria geometrica € con carico antisimmetrico, diventa una sistema
staticamente determinato. l

'
B i C
70 - U
|4 1%

v
In base alle 24.3 abbiamo dobbiamo considerare delle reazioni vincolari anti-simmetriche, cio che
riduce il numero di incognite come si vede. Con

queste posizioni il sistema della statica si scrive l !
'S
R=f B : C
L fl g
{MB=%+%—RI—RI—21V=O ! f, | P
= { R=71 = o ff R : R
f—2R-2V =0 V=—-2= AN 22— | _ 3 AD
) A :
Interessante notare che se invece la struttura fosse v
caricata  simmetricamente, allora resterebbe 4

indeterminata, cioe in caso di carico simmetrico le
condizioni 24.3 non consentono di ridurre sufficientemente il numero di incognite. Ecco cosa
succede infatti in caso di carico simmetrico. Il sistema della statica si scrive
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R—R+f—f=0
2V =0

l l
My = —f§+f§—Rl+Rl+21V= 0
Il sistema qui sopra fornisce unicamente il valore di V, mentre resta indeterminata R.

24.5. Strutture piu volte iperstatiche. Le considerazioni del paragrafo 24.3
permettono di sviluppare un metodo di analisi che semplifica lo studio delle strutture iperstatiche,
anche piu volte iperstatiche. Il metodo consiste nel

e tagliare la struttura lungo I’asse di simmetria e considerarne solo meta;

® introdurre in corrispondenza dell’asse di simmetria dei vincoli che siano compatibili con le
deformazioni descritte nelle tabelle del paragrafo 24.3, ovvero un carrello nel caso di carico
simmetrico e un incastro scorrevole nel caso di un carico antisimmetrico.

Questo sistema permette di ottenere strutture a minor grado di iperstaticita se non — a volte —
strutture isostatiche.

Per esemplificare questo procedimento riconsideriamo la struttura studiata nel paragrafo precedente,
sia nel caso di carico antisimmetrico, che in quello di carico simmetrico.

! ! | M> N
s / PR
B T C B "
1 AR < 1 R

Nel caso di carico simmetrico I’unico parametro di deformazione possibile in H ¢ lo spostamento
verticale, dunque possiamo considerare I’emi-struttura introducendo in H un incastro mobile a
scorrimento verticale.

|4 V(L I |4
Si ottiene cosi uIa struttura una volta iperstatioe — a vincoli efficaci + la quale risulta staticamente
indeterminata, come € immediato verificare.
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Nel caso di carico antisimmetrico i parametri di deformazioni possibili in H sono la rotazione e lo
spostamento orizzontale, quindi possiamo considerare I’emi-struttura introducendo un carrello a
scorrimento orizzontale. In questo caso allora — come si vede in figura — si ottiene una struttura
isostatica il cui sistema della statica porge

f=R=0 :ff
V+T=0 V=-—=
—ﬂ+Tl=0:> f2
2 kT:E

Ritroviamo in questo modo i risultati del paragrafo precedente.
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Capitolo 25. Simmetria polare

25.1. Simmetria polare. Una struttura presenta simmetria polare, rispetto a un polo O, se
facendola ruotare di 180° intorno al polo, essa si sovrappone a se stessa. Si parla poi di carico
simmetrico [antisimmetrico] rispetto a O, se la rotazione di 180° permette di sovrapporre la
sollecitazione a se stessa [al suo opposto].

D D
f f
0 0
B C B C
f f
E— —>

7 7
In figura abbiamo una struttura a simmetria polare rispetto al suo punto O, con carico a simmetria
polare nell’esempio di sinistra, e ad anti-simmetria polare nell’esempio di destra.

25.2. Sul centro di simmetria. In questa sede ci chiediamo cosa succede in
corrispondenza del centro di simmetria di strutture che siano caricate in modo simmetrico e
antisimmetrico. Partiamo dai seguenti presupposti, che prendiamo in modo assiomatico:

struttura a simmetria polare azioni interne a simmetria polare
carico a simmetria polare deformazioni a simmetria polare

25.1) {

25.2) { struttura a simmetria polare {azioni interne ad antisimmetria polare

carico ad antisimmetria polare deformazioni ad antisimmetria polare

Effettuando un’analisi analoga a quella del paragrafo 24.3 consideriamo un concio elementare in
corrispondenza del centro di simmetria e esaminiamo le relative azioni interne e i parametri di
spostamento.

carico simmetrico

T m T M M=M | T=0 | N=0 caratteristiche di

Mi ; sollecitazione
N . N o #0 v=0 | w=0 | parametri di deformazione

Nel caso di carico a simmetria polare ’unica deformazione che sia a simmetria polare in O ¢ la
rotazione, mentre 1’unica sollecitazione esterna che verifichi la simmetria polare ¢ un momento. Si
ha dunque la situazione indicata in tabella.
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carico anti-simmetrico
T T K _Fy caratteristiche di
Mi lFV jM M#01T= 2 N= 2 sollecitazione
N ? N =0 | v#0 | w=#0 | parametri di deformazione
0

Nel caso invece di carico ad anti-simmetria polare la rotazione della sezione in O non ¢ compatibile
con I’anti-simmetria, mentre lo sono gli spostamenti v e w; le sollecitazioni esterne che verificano
I’ anti-simmetria sono una forza verticale e una orizzontale, mentre la coppia non ¢ antisimmetrica.

25.3. Strutture iperstatiche. Ora illustro un procedimento analogo a quello indicato nel
paragrafo 24.5 per la soluzione di strutture iperstatiche a simmetria assiale. In questo caso
I’algoritmo ¢ il seguente

® i taglia la struttura in corrispondenza del suo centro O di simmetria polare e se ne
considera solo una meta;

® i inserisce un vincolo in O che consenta solo i parametri di deformazione compatibili con
il tipo di carico, ovvero — in base all’analisi del precedente paragrafo — una cerniera se si ha
un carico simmetrico; un doppio-doppio pendolo se si ha un carico antisimmetrico.

In figura abbiamo una struttura a simmetria polare rispetto C, con carico a simmetria polare.

14
v
R D
f
' T
0 N
B C B i b
f f
— —
14 14

La struttura di partenza ¢ una volta iperstatica e sebbene la condizione di simmetria polare per la
reazione vincolare riduca il numero di incognite, tuttavia non ¢ possibile determinarle con il sistema
della statica, perché I’unica equazione che fornisca indicazioni ¢ quella sull’annullamento del
momento, mentre le incognite sono 2. Dividendo la struttura e introducendo la cerniera in O,
abbiamo invece 4 incognite e 3 equazioni della statica, e analogamente non siamo in grado di
risolvere il problema.
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Consideriamo adesso la stessa struttura, ma rendiamo antisimmetrica — rispetto al polo O — la
sollecitazione esterna (e basta cambiare verso a una forza).

vV
v
R D
f
M
0 5 0
B C
f f
—> —>
A A
vV vV

In questo caso il vincolo da inserire in O ¢ un doppio-doppio pendolo, e la reazione ¢
esclusivamente un momento M. Abbiamo allora un’emi-struttura isostatica per la quale si scrive il
sistema della statica seguente

0
f
f

o~

|4
R
M

2
Si vede dunque come — in presenza di simmetria polare per la struttura — 1’anti-simmetria della

sollecitazione consenta di ottenere sistemi staticamente determinati, come visto per altro anche nel
caso della simmetria assiale (paragrafo 24.4).

25.5. Strutture simmetriche con carico qualunque. Data una struttura
simmetrica (a simmetria assiale o polare), la sua sollecitazione pud essere sempre considerata la
somma di una sollecitazione simmetrica e di una anti-simmetrica. Allora si possono considerare
separatamente le due sollecitazioni, ricavare le reazioni vincolari per ciascuna di esse, € poi
sommarle per ottenere le reazioni vincolari complessive.

Come esempio si riprenda la struttura a simmetria assiale del paragrafo 24.5 con la sollecitazione
indicata in figura, la quale non & né simmetrica né antisimmetrica. Allora si scompone la
sollecitazione nella somma di una sollecitazione simmetrica (a sinistra) e di una antisimmetrica (a
destra). Si ottengono in tal modo due sistemi per i quali puo essere applicato il metodo introdotto
nel paragrafo 24.5. Si osservi anzi che essi sono proprio 1 due sistemi discussi in quella sede, dove
ho provato come la presenza del carico antisimmetrico permetta poi di ottenere un sistema
staticamente determinato, sebbene iperstatico; mentre la presenza di carico simmetrico comporti
I’indeterminazione statica della struttura.

298



i D

M N
B C%'—

299




Capitolo 26. Vincoli cedevoli

26.1. Definizioni. Nella rassegna dei vincoli del piano condotta nel paragrafo 14.3 abbiamo
definito perfetti quei vincoli i quali impediscono in modo completo lo spostamento a cui si
oppongono: ad esempio un incastro perfetto impedira completamentela rotazione e le due
traslazioni.

Un incastro che invece consentisse anche parzialmente la rotazione (o una traslazione) si dira
cedevole. Piu in generale si dice vincolo cedevole un vincolo che non ¢ in grado di impedire
completamente il movimento (spostamento /0 rotazione) a cui si oppone.

G

In figura abbiamo una trave con un incastro cedevole in A, cedevole in quanto consente uno
spostamento verticale v e una rotazione ¢. In particolare con la simbologia in figura si intende che 1
due cedimenti v, ¢ sono indipendenti dalla sollecitazione agente sulla trave, ovvero sono anelastici.
In generale si chiama vincolo anelastico un vincolo cedevole i cui cedimenti sono indipendenti
dalla sollecitazione agente su di esso.

Si parla invece di vincoli elasticinel caso in cui I’entita del cedimento ¢ proporzionale alla reazione
vincolare che si oppone al cedimento stesso. Per i vincoli elastici si usa la simbologia indicata in
figura, con delle molle che suggeriscono il tipo di relazione fra cedimento e reazione vincolare. In
particolare si hanno relazioni del tipo

26.1) R=—Kv= —%v
262) M=—-p=-z2¢

dove la 26.1 vale per cedimenti che si presentino come spostamenti e la seconda per cedimenti che

si manifestino come rotazione di sezione. Il segno meno ¢ giustificato dalla convenzione di
assumere

positivi i cedimenti che avvengono nel verso opposto al verso positivo delle relative
reazioni vincolari.

Si pongono poi le seguenti definizioni
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K:rigidezza del vincolo
€: cedibilita elsatica
K:rigidezza angolare
€: cedibilita angolare

26.3)

26.2. Cedimenti e stato tensionale. Provo ora — con due semplici esempi — che:

26.4) nelle strutture isostatiche i cedimenti anelastici inducono solo spostamenti rigidi € non
interferiscono con i valori delle caratteristiche di sollecitazione e delle reazioni vincolari;

26.5) nelle strutture iperstatiche i cedimenti anelastici inducono deformazioni, influendo sul
valore delle caratteristiche di sollecitazione e delle reazioni vincolari.

Si consideri ad esempio la seguente struttura isostatica a vincoli ben posti la quale presenti un
cedimento verticale della cerniera in A. La conseguenza di questo cedimento ¢ lo spostamento

rigido indicato.
7| 1
2 B

N~

A

Si consideri ora invece la struttura iperstatica ottenuta dalla precedente aggiungendo in A un vincolo
alla rotazione, ovvero sostituendo la cerniera con I’incastro. In questo caso il cedimento anelastico
in A deforma la trave a causa della impossibilita per la sezione sede di incastro di ruotare.

VBT

La struttura ¢ priva di sollecitazione esterna, quindi in assenza di cedimento le reazioni vincolari e
le caratteristiche di sollecitazione sono tutte nulle, come € immediato verificare utilizzando le 22.12.
Vediamo ora invece cosa succede quando si verifica il cedimento vincolare. Si pud procedere con il
metodo delle forze sopprimendo in A un grado di vincolo con I’introduzione di una cerniera al posto
dell’incastro. In tal caso I’incognita dinamica da introdurre ¢ la coppia M, ottenendo il sistema
isostatico equivalente in figura.
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1€
A B
M
c ( N ,
VVA _,/
/

\
T

Per le caratteristiche di sollecitazione — inserito I’asse coordinato z — si ha

N=0 N=0
26.6) T=-V, =] T=-V,
M—C+V,z=0 WM=C-V,z

In base alla seconda delle 21.7 si ha

V,z?
vV'(2)El = —M=—-C+Vyz=v'(2)El = —-Cz + A 4 K, =
Cz? V,z3
:U(Z)Elz_T‘l‘ 6 +K1Z+K2

Imponiamo ora la condizione di congruenza, ovvero la rotazione nulla in A:
vV(z=0EI=0=>K, =0

Imponiamo altresi lo spostamento nullo in B ottenendo

2 3 2 3
267) v(DEI = -+ 4K, =0 K, == -4

In fine si deve imporre il cedimento vincolare come spostamento in A:
268) v(z=0El=v=>K,=v
Confrontando la 26.6 con la 26.7 abbiamo

2 3
269) -t =y

Il sistema della statica porge poi

=VB

v
26.10) {CA: W,

Le 26.8 e 26.9 insieme porgono

VA:VB VA=VB V:V:z—v

611 C=Ws L JC=1Vp 00470 "8
Vald  vald Val3 - =L
N e



E’ evidente dalle 26.11 come il cedimento vincolare v incida sulle reazioni vincolari. Sostituendo
poi le 26.11 nelle caratteristiche di sollecitazione 26.6 si ottiene

N=0
2v
261204 T=—=
2v 2v
M =l—2—l—32

da cui emerge I'influenza del cedimento vincolare sulle azioni interne.
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Appendice. Geometria delle masse

A.l.Introduzione.Si descrivono qui tre enti matematici utili alla descrizione della forma di
un corpo e della distribuzione della sua massa. Essi sono

®* momenti statici (0 momenti del primo ordine)
e centro di massa
e momenti di inerzia (o momenti del secondo ordine)

Per I’esatto significato fisico di queste entita si rimanda ad altre sezioni del testo.

A.2. Centro di massa.Consideriamo un sistema di n punti materiali, distribuiti nello spazio,
aventi rispettivamente le masse'my, my, ..., m,, essendo (xi,vi,2;) la posizione dell’i-mopunto
materiale rispetto a un fissato sistema di riferimento cartesiano RC(0; x,y, z). Definisco centro di
massa ( o baricentro o centro di gravita) del sistema il punto G di coordinate

A 1) Xy = Z?=1mixi — Z?=1 miyi — Z?=1mizi
' G M G M G M

essendo M = Y, m;x; la massa totale del sistema. Nel caso di una distribuzione continua di
massa la A.1 si scrive

JIf g xp(x,y,2)dxdydz I g yp ey, 2)dxdydz Il g zp(x,y,z)dxdydz
A2) X = Q v Ve = Q v Zg = Q v

essendo p(x,y,z) la densita di massa del corpo nel punto (x,y,z) e Q il dominio occupato dal
COrpo Stesso.

A.3. Momenti statici.Dalle distribuzioni spaziali di massa passiamo a una distribuzione di
massa nel piano. Sia r una retta non orientata del pianor e sia y una retta orientata, sempre di 7, ad
essa ortogonale.

y
Allora definisco momento statico del sistema di masse rispetto alla retta r la quantita

A3) S £ XMy

' Si tenga presente che si parla di momenti statici anche nel caso in cui si abbia a che fare con volumi o con aree,
piuttosto che con masse. La definizione ¢ la stessa, naturalmente cambiano le dimensioni del momento statico stesso.



Se la distribuzione delle masse € continua il momento statico A.3 si scrive

a7.4) S, = [[fqyp(x,y, z)dxdydz

Se introduciamo nel piano 7 un sistema di riferimento RC(0;x,y) allora possiamo calcolare il
momento statico del sistema di masse rispetto 1’asse x, usando 1’asse y per calcolare le distanze;
analogamente possiamo calcolare il momento statico del sistema di masse rispetto 1’asse y, usando
I’asse x per calcolare le distanze. Abbiamo dunque i momenti statici

Sx = Z?:l m;y;
a.5) _wn
Sy = Xiz1 MyX;

Ricordando allora la definizione A.1 di centro di massa, nel piano si trova il seguente legame tra
momenti statici e centro di massa

S
xG - ﬁy
a.6) s,
Yo =3

A4. Proprieta di ubicazione del centro di massa.Ecco delle regole che
permettono in alcuni casi di determinare la posizione del centro di

massa senza dover effettuare il calcolo indicato in a.1 o a.2. my
1) Il baricentro di due elementi materiali si trova sul segmento d,
che 1li congiunge. Con riferimento alla figura sussiste la
seguente relazione: d; G
m;
m;  d
m; B dy

2) Se si divide un corpo in n parti di massa my,m, ...my,
aventi rispettivamente i centri di massa Gy, G, ... Gy,
allora il baricentro del corpo coincide con il baricentro
dello schema particellare che si ottiene concentrando la
massa m; nel punto G;.

3) Se un corpo si trova tutto su una retta, allora il suo
baricentro si trova su quella retta.

4) Se un corpo si trova tutto su un piano, allora il suo
baricentro si trova su quel piano.

5) In presenza di un asse di simmetria, il baricentro si trova su tale asse; in presenza di un piano di
simmetria, il baricentro si trova su tale piano.

6) Se la frontiera di un corpo ¢ una figura convessa (cio¢ ‘bombata’) allora il baricentro cade
dentro la frontiera stessa.

7) Se i punti di un corpo subiscono spostamenti tutti paralleli a una retta, allora la distanza del
baricentro da tale retta non muta; stesso discorso nel caso di spostamenti tutti paralleli a un
piano.



8) Se un corpo con densita costante p presenta una cavita

e sicalcola prima il baricentro del corpo pensato senza cavita;

¢ sicalcola il baricentro di un corpo avente la forma della cavita e densita —p;

e i calcola il baricentro del sistema particellare costituito dalle due masse (di cui una
negativa) concentrate nei rispettivi baricentri.

Alcuni baricentri
arco di circonferenza

' \R
Rsinf, G
6o
Triangolo

Il baricentro coincide con 1’inter-
sezione delle mediane e dista da
ciascuna base 1/3 della rispettiva
altezza.




settore circolare

Il baricentro coincide con quello
dell’arco di circonferenza avente
stessa ampiezza e raggio pari a
due terzi di quello del segmento
circolare stesso.

_ 2Rsinb,
X6 = 3g,
A = 00R2

2 ..
Sy =§R sin@,

segmento circolare

B 2R sin3 ¢ _—
6 = 3(¢p — sin¢ cos @) \ R
2 . G /
A = R*(¢p — sin ¢ cos @) x _ :
2 2
S, = §R3sin3<p \,’
\Y y
cerchio con foro circolare
2R R
N § & :

prismi e cilindri

Il baricentro si trova sul punto medio del segmento che unisce i baricentri delle basi.

piramidi e coni

Il baricentro coincide con quello della sezione ottenuta con un piano parallelo alla base e
distante da essa Y dell’altezza




A.5. Momento di inerzia e raggio di girazione rispetto a una retta.Dato
un corpo occupante un dominio {le una retta non orientata r, diciamo momento di inerzia del corpo
rispetto a r I'integrale

a7 Jr 2 [[[ ooty 2)8%(x,y, z)dxdydz

dove p =p(x,y,z) ¢ la funzione che descrive la
densita del corpo e § = §(x,y,z) & la funzione che
indica la distanza del punto (x,y,z) dar.

In base al teorema della media integrale esiste un
valore p, assunto da 6 = 6(x,y, z) tale per cui

a8) J,=Mp.?

essendo M = [[[ o P(x,y,2)dxdydz la massa complessiva del corpo. Il valore p, prende il nome
di raggio di girazione del corpo rispetto alla retta r.

A.6. Momento di inerzia rispetto ad assi concorrenti in un medesimo

punto.Sia r la generica retta solidale al corpo rigido e passante per (. Fissato il sistema di
riferimento RT'(Q; €,1!, ¢!)solidale al corpo rigido, siano al, B!, y! i coseni direttori di 7 rispetto,
nell’ordine, agli assi &, 7, ¢!. Si dimostra allora che

2 2 2
a9)  Jr=Jaal” + ] B +Jav" = 2]l Bl = 2/ qpaly! = 27,18y
dove si & posto

Tty 2 [l o p(€1 11, ¢ EMdE dn'd!
a10) {Jeie1 2 [T p(€11,¢NE T dENdnldg
Jeig 2 I o p(&h 1Y, ¢l ¢l dnldg]

L’integrale J glyl © definito prodotto d’inerziadel corpo rispetto

agli assi &l,nl e analogamente si definiscono gli altri due
integrali. Per definire i coseni direttori a',ﬁ',y' € necessario
attribuire un verso a r; tuttavia ¢ facile rilevare che J, non
dipende da tale verso: se infatti si cambia verso a r, nessuno

degli addendi cambia di segno.

Per dimostrare la a.8 si parte dalla definizione a.7, che con questo sistema di riferimento si scrive
all) Jr=[ffop(& 0!, ¢)8%(gLn!, ¢l)dg!dn'dd!

e si osserva che, aiutandoci con la figura,risulta 6({ |,n|,{ |) = |P—Q>|, essendo P il punto di
coordinate (f Lnl, ¢ |) e Q la proiezione del punto P su r. D’altra parte vale la relazione vettoriale

A.12) QP +PQ =00 = PQ =00 — QP



In questa equazione il vettore QP & completamente noto e da esso ¢ possibile ricavare anche il
vettore Q. Si ha infatti che

a! al '3 al al al
0 =[P p Bl l=(17n"](5 B! =(f'a'+n'ﬁ'+('y') i

Sostituendo quanto ottenuto nella A.12abbiamo

al ¢ (flal + 7Bl + (Iyl)al — &l
PG = (& +nB + YN[ B =4 | = (&' +7I8 + ¢y -4 | =
y! Z! (éla! + 7Bl + gDyl = ¢
= 52(¢,9,¢) = |p—Q’|2 = (&lal +7lp! + ¢|},|)20(|2 + &% —2(8lal +nlpl + JlyDalé! +

+(&lal +nlp! + g|y|)2[g|2 +ql% - 2(¢lal + 4Bl + ¢yDBln! +

+(&la! +nlp! + ;|),|)2],|2 +¢1% - 2(¢lal + B!+ ¢lyylgl =

= (&la! + 1! + ¢ly)* (a|2 + 8% + y|2) n (glz +l° + ¢|2) _

—2(&lal +nlp! + ¢y (ale + plgl +y12)

Si osservi ora che nel primo addendo compare, come secondo termine, il modulo del versore di 7,
che dunque pari a uno. Dunque, sommando poi il primo e il terzo addendo, abbiamo

8§2(&,91,¢) = (5|2 ++ ¢|2) — (la! +nlp! + gy’ =
=&l 4?4017 = %q)? — 1?12 — 01317 —2¢lglylgl — 28lallyl — 2piglcly! =
= ¢l? ([;F + y|2) +!° (a|2 + y|2) +¢? (a|2 + [;|2) —2¢lalnlgl — 2&lalgly! — 24B1gly! =
—al? (,,|2 + g|2) + g’ (§|2 + g|2) +yl? (g|2 + 77|2) —2&lplal gl — 2¢1¢laly! — 2417181y !

Sostituendo quanto ottenuto nella A.11 abbiamo
Jr = J] p(&n),¢) (n'” +¢1%) agldntag! + B1° [ p(¢n!,¢") (67 +¢1°) dgldnldg! +
Q Q
+r1* [ p(&Ln1,¢1) (87 +n'°) déldnldg! — 24181 [ff p(&1,n',¢)elnldg dn'dg! -
Q Q
—2aly! fgf p(¢n!,¢N)¢l¢ldgldnldg! — 211! fgf p(¢n!,¢Nnl¢ldgldnldd!
Tenendo presente le definizioni A.10 e A.11 abbiamo la tesi.

A.6. Teorema di Huyghens.sia r la generica retta solidale al corpo e 7;; la retta a essa
parallela passante per il centro di massa. Allora se d ¢ la distanza fra le due rette e M ¢ la massa
complessiva del corpo, risulta

A12) Jp = Jp +Md?



Per dimostrare questa proprieta indichiamo P il generico punto del corpo, Q la sua proiezione su 7
e R quella su r. Poiché i tre punti P,Q, R si trovano sullo stesso piano e questo ¢ ortogonale a
entrambe le rette, segue che R & anche la proiezione di Q su r, e dunque QR = d. Ma consideriamo
il triangolo QRP: per il teorema del coseno abbiamo

L
vG

PR? = PQ? + QR? — 2PQQR cos RQP 2
— PQ%+QR?—20P - OR X [ \6
:mZ_}_ﬁZ_ZQ_P)Q_R) \l 5 \\\
| S

Considerando allora che /,_l(/)/
R ’/’/ ‘.\

Jr = f!flf p(P)PR?dV

abbiamo

Jy = fgf p(P)(PQ? + QR? — 2QP - QR)dV = ¥
= fgf p(P)PQ2dV + d? fgf p(P)dV — 2QR - fg p(P)QPdV

Si osservi che il vettore Q—R) puo essere portato fuori dall’operatore integrale, nel terzo addendo,
perché in realta non varia al variare di P. Ricordando le definizioniA.7 e A.2 abbiamo allora

Jy = Jrg +d?*M — 2QR - QG
Ma essendo ﬁ 1 E si ha la tesi.

A.7. Ellissoide di inerzia. Sia Q un punto qualunque dello spazio solidale al corpo rigido;
sia r la generica retta passante per {1 e solidale al corpo rigido; sia A il punto generico della retta 7.
Data allora un’arbitraria costante positiva y, definisco ellissoide d’inerzia del corpo rispetto al
punto (1 il luogo2 dei punti A che soddisfano la condizione

a.13) |QA| = \/]Z

Fissando un sistema di riferimento RT'(Q; &1, 7!, ¢!) & possibile scrivere la A.13 nella forma

2 2 2
ald) Ja&"+m" +Jad" = 2)g,8 " = 2] 48180 = 2] 1mI = x
ovvero nella forma

Jeoo et —Jeig\ /¢!
a.15) (& qnl N ey Ty Ty 0! | =x
e Ty T g!

% Si deve pensare che la retta r ruota attorno al punto Q mentre il punto A & libero di scorrere su di essa; al variare
dell’orientamento spaziale di r poi variera il valore di /..



Questa superficie risulta essere effettivamente un ellissoide centrato in {1 e con assi, in generale,
non coincidenti con quelli del sistema di riferimento, che per altro ¢ stato orientato in modo
arbitrario.

Seguono i passaggi che permettono di ottenere la A.14 dalla A.13. Posto A = (f Lyl ¢ |) e
ricordando la A.9,abbiamo

a.16) J§|2 +nl% + ¢ =\/ X

Ja@ 41, B+ =2) g @lB1-2] alyl=2] 1 BY!

Si consideri ora che, detto 7 il versore della retta r, risulta

| 2

§
+ nlz + (Iz

YO YN 2 2 2 2
¢l =QA-# =|QA|a! =\/§I +n* + ¢(*al = ! =
Analogamente si ha

2
I 2o ¢

S(|2+77|2+(|2 14 €|2+n|2+(|2

| 2

Sostituendo queste tre relazioni nella A.16 abbiamo

f|2 +TI|2+(|2
Ja& + Lyt + Ja¢1” = 2] i€l — 2] 1811 = 2], 10mE]

J€'2+n'2+('2 = |x

Semplificando e elevando al quadrato otteniamo la A.14.

A.8. Assi principali e assi centrali di inerzia. Sia Q il generico punto solidale al
corpo. Allora si pongono le seguenti definizioni.

Asse principale di inerzia ognuno degli assi di simmetria dell’ellissoide di inerzia
relativo al punto Q con centro nel punto ()

Piano principale di inerzia ognuno dei piani individuati da due degli assi principali di
relativo al punto Q inerzia relativi al punto ()

ogni terna cartesiana ortogonale che sia centrata in () e
che abbia gli assi sovrapposti a tre degli assi’ di simmetria
dell’ellissoide relativo al punto (); in questo teso le terne
principali di inerzia sono indicate
RF(Q; f; n, () = RF(Q’ élf éZ' é3)

Terna principale di inerzia
relativa al punto Q

Momento principale di ogni momento di inerzia del corpo che sia calcolato
inerzia relativo al punto Q rispetto a un asse principale di inerzia relativo al punto Q

Un ellissoide ha sempre almeno tre assi di simmetria: se i tre semiassi sono diversi fra loro, gli assi di simmetria sono
solo tre; se ve ne sono due uguali, allora gli assi di simmetria sono infiniti a uno; se sono tutti e tre uguali, allora gli assi
di simmetria sono infiniti a due.



Se in particolare il punto () coincide con il baricentro G del corpo, allora si fanno le definizioni
seguenti.

Ellissoide centrale di inerzia ¢ I’ellissoide di inerzia relativo al baricentro

ognuno degli assi di simmetria dell’ellissoide centrale di

Asse centrale di inerzia . .
inerzia

ogni piano passante per il baricentro che contenga almeno

Piano centrale di inerzia ) N .
due assi centrali di inerzia

ogni terna cartesiana ortogonale avente centro nel
baricentro e assi sovrapposti a tre assi centrali di inerzia;
in questo testo ci riferiamo alla terna centrale di inerzia
con la simbologia RT(G;é,n,{) = RT(G; é,,&,,€5)

Terna centrale di inerzia

ogni momento di inerzia che sia calcolato rispetto a un

Momento centrale di inerzia L. )
asse centrale di inerzia

E possibile dimostrare (ma per questo rimando al manoscritto di Meccanica Razionale) le seguenti
due proposizioni:

Un asse centrale di inerzia ¢ anche asse principale rispetto a ogni suo punto

Un piano centrale di inerzia ¢ anche piano principale di inerzia rispetto a ogni suo punto

A.9. Ricerca degli assi principali di inerzia: metodo matematico. Dato il
generico sistema di riferimento RF'(Q;{ |,77|,( |) = RF'(Q; él,élz,%), I’ellissoide di inerzia cen-
trato in (), come abbiamo visto ha equazione

Jeo o et —Jeig\ /¢!
al7) (& qnl N ey Ty Ty 0! | =x
e Ty T g!
Stante allora la definizione di terna principale di inerzia, segue che la seconda terna RT'(Q; ¢,n,{) =

= RI'(G; €, &,, &€3) € terna principale se e solo se rispetto a essa 1’equazione dell’ellissoide di inerzia
si riconduce alla forma canonica

al8) (¢ n OO0 Jp 0 <n)=x
0o 0 J;/\¢

La ricerca degli assi principali dunque non ¢ altro che la ricerca di quegli assi di riferimento rispetto
ai quali



Richiamo allora alcune nozioni di algebra lineare. Sia A un punto dell’ellissoide le cui coordinate
rispetto a RT siano date dal vettore colonnaX, mentre quelle rispetto a RT'! siano date dal vettore Y.
Ma il punto ¢ lo stesso, dunque deve risultare

(& & &)Xx=(e & &)y

Se ora indico P la matrice 3x3 le cui colonne sono le coordinate dei versori di RT'! rispetto a quelli
di RI', posso anche scrivere

al9) (& & &P=( & )o@ & &) =(e & )pT
e dunque, sostituendo questa in quella precedente, si ha
(él éz ég)X = (él éz é3)PY =1 (él éz é3)(X - PY) =0

Poiché i versori di un sistema di riferimento ortogonale sono L.I. 1a equazione indicata ¢ soddisfatta
se e solo se (X — PY) = Oovvero se € solo se

a20) X=PY o P'X=Y

Nelle a.20 e a.19 si ¢ tenuto conto che la matrice P, in quanto matrice di passaggio di base fra due
basi ortogonali, ¢ tale per cui la trasposta coincide con I’inversa.

Vediamo allora come si esprime la equazione a.17quando si effettua un cambio del sistema di
riferimento.

Jao ey —Jeql Jeo o et —Jeql
YT ey Ty Ty |Y=x o PTX)T ey Ty o |PTX=y o
—Jeg Ty Jg ezt Iy Jq

< XTPMPTX =y
avendo indicato M la matrice dei momenti di inerzia. D’altra parte questa stessa equazione si scrive
anche XTMX = y, dove M & la matrice dei momenti di inerzia calcolati rispetto ai nuovi assi di
riferimento. Confrontando le due equazioni dell’ellissoide abbiamoX” PMPTX = XTMX da cui
XTPMPTX — XTMX = 0 & (XTPMPT —XTM)X = 0
Dovendo questa relazione valere comunque si scelga X, deve essere necessariamente
XTPMPT — XM = 0 < XT(PMPT — M) =0
e ragionando come sopra si conclude che
a.21) PMPT =M & M = PTMP
Ora diciamo che la matrice M sia una la matrice diagonale della A.18. Allora si ha

JePy JePy
M =PTMP = PT| JyP2 | = (Pt p2 p3)|JyP2 |=(J:P'Py J,P?P, ];P3P;)
J¢P3 J¢Ps



dove si & indicato con P! la prima colonna di P,con P; la prima riga, e cosi via. Moltiplicando ora a
destra per P! si ha

MP! = J.P'P,P' + ], P?P,P' + ] P3P;P!
Ma in una matrice ortogonale la trasposta coincide con I’'inversa e dunque si ha
MP! = J.P?

Analogamente si ricavano le relazioni MP? = ], P> e MP® = J.P>. Tutto questo per concludere che
per avere il sistema di riferimento rispetto al quale I’ellissoide ha equazione nella forma canonica
a.18, ovvero per avere un sistema di riferimento con assi sovrapposti agli assi principali di inerzia,
dobbiamo cercare quegli assi i cui vettori direttori abbiano coordinate Y, rispetto al sistema di
riferimento di partenza, tali per cui

a22) MY=AY¥ e M-A)Y =0

Se Y soddisfa questa relazione allora il vettore coordinate di un vettore direttore di un asse
principale di inerzia il cui momento di inerzia relativo ¢ A. Ma il sistema lineare a.22 ¢ omogeneo,
dunque affinché vi sia almeno una soluzione oltre quella nulla, si deve richiedere che il
determinante della matrice dei coefficienti sia nullo. In conclusione la ricerca degli assi principali di
inerzia si riconduce alla soluzione della equazione di terzo grado in 4

a.23) det(M—-AI) =0
le cui soluzioni sono i momenti principali di inerzia, che sostituiti nel sistema lineare a.22

forniscono 1 vettori direttori delle relative direzioni principali di inerzia.Riepilogo il procedimento
nella tabella seguente.



Ricerca degli assi centrali di inerzia
e dei relativi momenti di inerzia

Si risolve I’equazione
det(M —AI) =0

di terzo grado in A, dove M ¢ la matrice

prima fase

Jeo ey —Jegl
M=|~Jety Ty Tyl
e Ty T
essendo RT'! (Q; &hnl ¢ |) il sistema di riferimento di partenza.
Le soluzioni della prima fase sono i momenti principali di inerzia
che sostituiti nel sistema lineare
seconda fase (M—-ADY =0

permettono di ricavare le coordinate, rispetto RT! (Q; & I n', ¢ |), dei
vettori direttori dei relativi assi principali di inerzia.

A.10. Ricerca degli assi principali di inerzia: metodo semplificato. se
conosciamo gia una direzione principale di inerzia (e dunque un piano principale di inerzia), come
succede ad esempio nel caso di figure piane, le quali giacciono su un loro piano centrale di inerzia,
conviene disporre il sistema di riferimento RF'(Q; & I n', ¢ |) in modo che un asse, diciamo 1’asse I
sia gia sovrapposto all’asse principale noto.

Si fissi dunque 1’anomalia 8 (angolo con verso positivo assegnato) con il verso positivo indicato in
figura. Allora il momento di inerzia rispetto all’asse r risulta dato, in base alla a.9, da

I, =]5|a|2 +]n"8|2 — 2]E|n|a|ﬁ| = J¢1 c0s? 0 + ], sin® 6 — 2], cos 6 sin §
ovvero da
a24) J.=]Jg cos? 6 + /1 sin? 0 — Jglyi Sin 26
Per ricavare le direzioni principali del piano &5l (che possono esse o due, o infinite) & sufficiente,

se si pensa alla forma dell’ellissoide, cercare i punti estremali della funzione trigonometrica
ottenuta, cio¢ i valori di @per i quali si annulla la derivata. Si ha

dj,(6) . .
10 = —]f|2 cosfsinf +]n'2 sin @ cos 6 _]f'n'z cos 26 =

= (—]gl +]n|)sin 20 — Jgip12cos26 =0




A questo punto escludendo il caso in cui sia
Ja=Jy e —Ja+]=0 (nel quale, J!
considerando che [I’ellissoide ha allora due
semiassi uguali, segue che tutte le direzioni del
piano sono principali), si trova I’equazione

2]
A25) tan 26 = —1
Tyl =1
la quale fornisce due direzioni ortogonali (visto Q nl

che il periodo della funzione tangente ¢ pari a un
angolo piatto), come ci si aspetta. Sostituendo poi

questi due valori dell’anomalia nella A.24 si
ottengono 1 relativi momenti di inerzia. Riassumo ¢l
in questa tabella.

Ricerca degli assi centrali di inerzia
e dei relativi momenti di inerzia
nota una direzione principale

Orientiamo il sistema di riferimento RT!(Q; l,7l,¢!) in modo che I’asse ¢! sia
sovrapposto alla direzione principale nota

2 Si introduce I’anomalia 6 con verso positivo che da ! va a 5! (ad esempio)

Se J,1 =Je ogni valore di 8 individua una direzione principale (caso
dell’ellissoide rotondo)

Se Iyt # ] le due soluzioni 84, 8, della equazione

2]l
tan 20 = i 1/
]7]| _]f|

forniscono le due direzioni principali di inerzia (ortogonali fra loro)

Sostituendo 64, 8, nella equazione

5 Jr =g cos? 6 + sin? 6 — J¢lyi Sin 26

si ricavano i momenti principali relativi alle due direzioni principali trovate.

A.11. Ricerca degli assi principali di inerzia: criteri geometrici. E
possibile semplificare la ricerca degli assi principali di inerzia utilizzando, se possibile, le seguenti
proprieta legate alla geometria del corpo, per la cui dimostrazione si rimanda al Bordoni.



Se un corpo possiede un piano di simmetria ortogonale, allora tale piano ¢ piano centrale
di inerzia e dunque ¢ anche piano principale di inerzia rispetto ad ogni suo punto.
La retta ortogonale a tale piano e passante per il baricentro ¢ asse centrale di inerzia e
dunque ¢ anche asse principale di inerzia rispetto a ogni suo punto.

Se un corpo possiede due piani di simmetria ortogonale, allora la loro intersezione ¢ asse
centrale di inerzia e dunque anche asse principale di inerzia rispetto a ogni suo punto.

Nel caso di figura piana il piano della stessa ¢ piano centrale di inerzia. Inoltre si ha
] = ] gl +] 7l

dove si intende che I’asse ¢! & quello ortogonale al piano della figura.

Nel caso di una figura piana [tridimensionale] il momento di inerzia rispetto a un asse a non
cambia se si divide la figura in strisce [fette] parallele a 7, e le si trasla parallelamente ad 7.

Nel caso di una figura piana se si moltiplicano le strisce di cui sopra tutte per il medesimo
fattore, il momento di inerzia rispetto a 7 risulta moltiplicato per lo stesso fattore.

Seguono i momenti di inerzia di alcune figure geometriche e di alcuni solidi. Si osservi che questi
enti sono privi di massa e dunque, nelle applicazioni pratiche, questi momenti di inerzia andranno
moltiplicati per la densita di massa del corpo (questa operazione ¢ legittima solo nel caso in cui si
abbia densita di massa costante).
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Appendice. Travi piane notevoli

Travi isostatiche

Trave, linea elastica e

Linea elastica e spostamento

Rotazione della generica

sistema di riferimento massimo sezione e rotazione di estremita
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Cedimenti vincolari anelastici in travi iperstatiche
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